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INTRODUCAO
ﬁ s Diretrizes Curriculares Nacionais do Curso de Graduagio em Engenharia (DCN) definem

s competéncias essenciais para os futuros engenheiros, incluindo a capacidade de “analisar
e compreender os fendmenos fisicos e quimicos por meio de modelos simbdlicos, fisicos e outros,
verificados e validados por experimentagio” (Brasil, 2019, p. 2). As DCN também enfatizam a
importincia de uso de ferramentas matemadticas, estatistica e computacionais no processo de mode-

lagem, incentivando a integracio entre diferentes dreas do conhecimento.

Disciplinas como Equagées Diferencias Ordindrias (EDO) desempenham um papel crucial na
formacio do engenheiro, permitindo a modelagem de fendmenos e o desenvolvimento de habili-
dades para resolver problemas complexos. No entanto, para que essa disciplina atinja tal potencial,
¢ fundamental que o ensino vd além de mera reprodugio de modelos e técnicas de resolugio. E
preciso criar um ambiente de aprendizagem que promova a aplicagdo prdtica e a compreensao dos

conceitos.

Em Santos e Elias (2023), realizamos uma revisao da literatura sobre o ensino e aprendizagem
de EDO em cursos de Engenharia no Brasil, buscando identificar trabalhos (dissertagoes, teses e
artigos) que abordassem o tema. Nessa revisao, observamos a falta de estudos que se concentrem
especificamente nas agoes do professor em sala de aula e seu impacto no desenvolvimento do Ra-

ciocinio Matemadtico dos estudantes. Essa lacuna na literatura nos motivou a investigar a temdtica.

Acreditamos que o professor desempenha um papel fundamental na promogao do Raciocinio
Matematico dos estudantes e discussdes em sala de aula devem ter como foco tanto as ideias mate-
miticas quando o desenvolvimento de significados por meio da comunicagio (Ellis; Ozgiir; Reiten,
2018; Araman; Serrazina; Ponte, 2020). Araman, Serrazina e Ponte (2020) destacam a importincia
do professor na construgao do conhecimento matemdtico, desde a escolha das tarefas até o incen-

tivo a participagao ativa dos alunos. Boaler e Brodie (2004) também ressaltam o papel crucial das
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perguntas feitas pelo professor, que guiam os alunos no processo de aprendizagem e influenciam

diretamente a dinimica da aula.

Diante dessa constatago, e considerando a auséncia de pesquisas que abordem as agées do
professor e seu impacto no desenvolvimento do Raciocinio Matemdtico, realizamos' uma pesquisa
de mestrado (Santos, 2025) que teve como objetivo identificar e discutir as agoes do professor que
apoiam o Raciocinio Matemdtico durante a realiza¢do de uma tarefa exploratéria em uma turma de
Engenharia da UTFPR-Londrina na disciplina de EDO. Neste capitulo, apresentamos um recorte
dessa pesquisa de mestrado, colocando o foco de nossas andlises somente no Raciocinio Matematico
dos estudantes®. Desse modo, o objetivo deste trabalho é identificar e discutir os processos de Racioci-
nio Matemdtico manifestados por estudantes de uma turma de Engenharia durante a realizacio de uma

tarefa exploratéria na disciplina de EDO.

O capitulo estd estruturado em 5 secoes. Nesta primeira se¢io, apresentamos uma introdugao
que contextualiza a pesquisa. Na segunda se¢io, trazemos a fundamentagio tedrica, descrevendo
tanto os processos de Raciocinio Matemdtico quanto as categorias de a¢des do professor que apoiam
o Raciocinio Matemdtico dos estudantes. A terceira se¢io descreve o contexto em que a pesquisa foi
realizada e os aspectos metodoldgicos. A quarta segao apresenta os dados, juntamente com sua and-

lise. Por fim, a quinta secio traz as discussdes juntamente com as consideragoes finais deste trabalho.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Stylianides (2009) define o Raciocinio Matemdtico como um processo de inferéncia que utiliza
informac¢io matemdtica j4 conhecida para obter novo conhecimento ou novas conclusées. Essa defi-
nigao destaca a natureza dindmica e progressiva do Raciocinio Matemidtico. Ao enfatizar a inferéncia
como central, Stylianides (2009) ressalta que o Raciocinio Matemdtico nao se limita a aplicagao de
férmulas ou algoritmos, mas envolve a capacidade de conectar ideias, construir argumentos 16gicos

e gerar novos conhecimentos a partir de informagoes existentes.

Para Jeannotte e Kieran (2017) o Raciocinio Matemdtico pode ser analisado a partir de duas
componentes: a estrutura e o processo. Estrutura e processo se relacionam, pois, as estruturas sao
parte do aspecto de processo do Raciocinio Matemadtico e os processos contribuem para a constru-
¢ao das estruturas (Jeannotte; Kieran, 2017; Araman; Serrazina; Ponte, 2020). A estrutura inclui a
dedugao, a indugio e a abdugio. Para Aliseda (2003, p. 25, apud Campos e Ponte, 2022, p. 680),
“enquanto o raciocinio indutivo é para fazer previsoes, o raciocinio dedutivo é para verificar essas

previsdes; e o raciocinio abdutivo é para construir hipdteses para fend6menos intrigantes”.

! A primeira autora realizou a pesquisa de mestrado profissional sob a orientagio do segundo autor.
% Neste capitulo, optamos por focar nos processos de raciocinio matemdtico dos estudantes e nio nas agoes do professor, pois em
Santos, Elias e Araman (2025), apresentamos uma pesquisa com foco nas a¢oes do professor.
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Como apresentaram Ponte, Quaresma e Mata-Pereira (2020, p. 7), o raciocinio dedutivo é o
elemento estruturante do conhecimento matemitico, sendo por meio dele que se validam as afir-
magdes matemdticas, o raciocinio indutivo “¢ a inferéncia de uma regra a partir da observa¢ao do
que é constante em diversos casos particulares”, enquanto que o raciocinio abdutivo “é um processo
de inferéncia que parte de um facto insélito ou invulgar e que procura uma explicagao para a sua

A o
ocorrencia .

Sobre os processos de Raciocinio Matematico, diversas pesquisas (Ellis; Ozgiir; Reiten, 2018;
Lannin; Ellis; Elliott, 2011; Morais, Serrazina e Ponte, 2018; Ponte; Quaresma; Mata-Pereira,
2020; Jeannotte; Kieran, 2017) buscam descrevé-los. Por exemplo, Jeannotte e Kieran (2017) con-
sideram e caracterizam os seguintes processos: generalizagio, conjectura, identificagio de padrio,
comparacao, classificagao, validagio e exemplificagao. O processo de validagao envolve a justificati-
va, a prova e a prova formal. Reconhecemos a importincia de cada um desses processos, mas, neste
capitulo, alinhamos nossa perspectiva a de Ponte, Quaresma e Mata-Pereira (2020), que destacam
os processos de conjectura, generalizacio e justificagio como elementos fundamentais do Raciocinio
Matemdtico. Por isso, vamos descrever somente esses trés, pois esses que foram utilizados nas ani-

lises dos dados.

Jeannotte e Kieran (2017) caracterizam esses trés processos como: (i) a conjectura é um pro-
cesso de Raciocinio Matemdtico que, pela busca de semelhancas e diferencas, infere uma narrativa
sobre alguma regularidade com um valor epistémico provivel ou plausivel, e que tem o potencial
para a teorizacdo matemdtica; (ii) a justificativa é um processo de Raciocinio Matemdtico que,
buscando dados, garantias e apoio, permite modificar o valor epistémico de uma narrativa, isto &,
a justificativa tem o potencial de modificar uma conjectura de provavel para mais provédvel ou de
provével para verdadeiro ou falso; e (iii) a generalizagio é um processo que infere narrativas sobre
um conjunto de objetos matemdticos ou uma relagio entre objetos do conjunto a partir de um

subconjunto desse conjunto.

O Quadro 1 apresenta as definicoes desses processos, conforme Morais, Serrazina e Ponte
(2018), que se basearam nos trabalhos de Ellis, Ozgiir e Reiten (2018) e Lannin ez 2/ (2011).

Quadro 1 - Processos do Raciocinio Matemdtico

Processos Defini¢ao

Conjecturar ¢ um processo que envolve raciocinar sobre relagdes matemdticas, elaboran-
Conjecturar | do afirmagées, denominadas conjecturas, que requerem maior exploragio para verificar
se s3o verdadeiras ou nao.

Generalizar é um processo que envolve a colaboragio entre pessoas que partilham um
contexto sécio matemdtico especifico e envolve pelo menos uma de trés agoes: a) identi-
ficar pontos em comum entre os casos; b) estender o raciocinio para além do caso inicial;
ou c¢) extrair resultados mais amplos de casos particulares.

Generalizar
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Justificar é um processo que visa convencer a si mesmo e aos outros, fornecen-
Justificar do razées pelas quais uma afirmagiao pode ser considerada verdadeira ou vélida
em todos os casos possiveis.

Fonte: os autores, baseado em Morais, Serrazina e Ponte (2018).

A Figura 1 traz mais informagoes sobre as caracteristicas desses trés processos essenciais para o

Raciocinio Matemdtico.

Figura 1 — Os processos de conjecturar, generalizar e justificar
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Fonte: Ponte, Quaresma e Mata-Pereira (2020)

Para promover o Raciocinio Matemdtico dos alunos em sala de aula é imprescindivel, além
de tarefas matemdticas desafiadoras, “[...] considerar a prépria pritica profissional do professor,
nomeadamente saber quais as a¢des de ensino que melhor apoiam o desenvolvimento do Racio-
cinio Matemadtico dos alunos” (Mata-Pereira & Ponte, 2018, p. 782). Nesse contexto, o professor

desempenha um papel fundamental, pois é o responsavel por gerenciar a aula e orientar os alunos.

Com o intuito de oferecer suporte ao professor durante este processo, Araman, Serrazina e
Ponte (2019) elaboraram um quadro de andlise das agoes do professor que apoiam o Raciocinio
Matemadtico dos estudantes. Apesar de nao ser o foco de andlise dos dados neste capitulo, vamos
descrever as categorias de agdes do professor (Figura 2), pois elas fizeram parte tanto da dissertagao

de Santos (2025) como da prépria natureza das aulas desenvolvidas com a turma de Engenharia.
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Figura 2 - Quadro de andlise das agoes do professor que apoiam o Raciocinio Matemdtico
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Fonte: Araman, Serrazina e Ponte (2019, p. 470).

De acordo com Araman, Serrazina e Ponte (2019), a categoria Convidar se concentra em ini-
ciar o engajamento dos alunos, o foco estd em entender como os alunos estao pensando e qual a
compreensio estdo tendo sobre aquele tema. A categoria Guiar/Apoiar envolve as agdes “em que o
professor, a partir de perguntas ou explicagdes, conduz o pensamento do aluno para uma determi-
nada situagao ou focaliza fatos importantes ou ainda quando o professor fornece pistas aos alunos e
0s encoraja a pensarem sobre suas respostas’ (Araman; Serrazina; Ponte, 2019, p. 476), o objetivo
¢ ajudar os alunos a desenvolverem sua autonomia e a construirem seu préprio conhecimento. A
categoria Informar/Sugerir abarca as acoes pelas quais o professor valida ou corrige uma resposta
dada pelos alunos, ou, ainda, quando fornece explicagdes ou informagoes e solicita ou apresenta
outras estratégias de solucio. A categoria Desafiar envolve “as agbes nas quais o professor tenta colo-
car os alunos em situagao desafiadora de modo que estes avancem em seu Raciocinio Matemdtico,
procurando novas formas de representagao, estabelecendo novas conexaes, refletindo e avaliando a

situagio, generalizando e justificando” (Araman; Serrazina; Ponte, 2019, p. 476).

Os autores esclarecem que a ordem em que as categorias sao apresentadas no quadro nao impli-
ca em uma sequéncia fixa, ou seja, nao existe obrigatoriedade de sequéncia entre elas, nem de hie-
rarquizagdo. Segundo os autores, embora as acoes de desafiar sejam as que possuem maior potencial
para promover o raciocinio dos alunos, elas dependem do suporte das agoes de convidar, guiar/
apoiar e de informar/sugerir (Araman; Serrazina; Ponte, 2019). Isso significa que o desenvolvimen-
to do Raciocinio Matemadtico ocorre de forma gradual, por mais que a agdo de desafiar represente

um maior potencial, ela s6 é alcangada se as outras agdes forem executadas de maneira integrada.

Na préxima segdo, apresentaremos a metodologia utilizada na coleta e andlise de dados. A
partir da transcri¢do das aulas e da andlise das produgoes escritas dos estudantes, buscamos discutir

as manifestagdes dos processos de Raciocinio Matemdtico dos alunos (Conjecturar, generalizar e

Justificar).
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METODOLOGIA

Os dados para esta pesquisa foram coletados ao longo de trés dias: 12, 17 ¢ 19 de abril de 2023,
em duas aulas de 50 minutos em cada dia, totalizando seis aulas. Para registrar as interagoes entre
professor e alunos, cada grupo tinha em sua mesa um gravador de dudio, além do préprio professor

que também utilizou um gravador.

O estudo foi realizado em turma regular da disciplina EDO, composta por estudantes de En-
genharia Quimica e Engenharia Ambiental da UTFPR de Londrina, na qual o segundo autor era
o préprio professor da turma. Ao longo dos trés dia, o professor trabalhou com uma tarefa mate-
mitica que tinha por objetivo explorar conceitos da EDO de primeira ordem, utilizando a Lei do

Resfriamento de Newton como modelo matemitico.

A tarefa, detalhada no Quadro 2, pretendia que os alunos elaborassem, analisassem e discutis-
sem um modelo matemdtico para descrever o processo de resfriamento ou o aquecimento de um
recipiente com dgua (quente ou fria) em contato com a temperatura ambiente. Para isso, a tarefa

foi dividida em trés momentos, cada um correspondendo a um dos trés dias dedicados a pesquisa.

Quadro 2 - Tarefa matemdtica

Primeiro momento Realize as medigoes de temperaturas da dgua.

(dia 12 de abril)

Segundo momento Com base nos dados, encontre um modelo matemdtico que permita obter a temperatura da
(dia 17 de abril) dgua em qualquer instante t.

Terceiro momento Discuta e analise o0 modelo matemdtico obtido na aula anterior.

(dia 19 de abril)

Fonte: Santos (2025).

No primeiro momento, o professor iniciou a atividade apresentando a tarefa, para isso ele di-
vidiu os alunos em pequenos grupos (foram cinco grupos com seis alunos e um grupo com cinco
alunos), depois disso explicou os procedimentos e a dindmica da aula. Distribuiu os materiais ne-
cessdrios para a coleta de dados, sendo que cada grupo recebeu um recipiente com 4gua, conforme
apresentado no Quadro 3 e uma folha para registrarem as medi¢des, conforme apresentado na

Figura 3.

Quadro 3 - Recipiente e temperatura da dgua referente a cada Grupo

Grupo Recipiente Agua
1 Caneca de Pléstico Quente
2 Caneca Stanley Gelada
3 Caneca de Pldstico Gelada
4 Copo de vidro Gelada
5 Caneca de aluminio Quente
6 Garrafa Pldstica Gelada

Fonte: Santos (2025)
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Figura 3 - Folha para anotacio das medicoes de temperatura

Grugs __
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Fonte: Santos (2025).

Para iniciar o desenvolvimento da tarefa, os alunos anotaram a temperatura ambiente naquele
exato momento, que era de 26,4 °C, e comegaram a medir a temperatura da dgua. Cada grupo
realizou medicoes da temperatura da d4gua, mantida em temperatura ambiente, a cada 10 minutos,
por um periodo de aproximadamente 100 minutos e registraram esses valores na folha de anotagoes.
Para a coleta das informagoes, os alunos colocavam o termémetro culindrio dentro do recipiente
com 4gua, aguardavam a estabilizagio do termémetro e, entdo, registravam o hordrio ¢ a tempera-
tura do liquido naquele momento. A Figura 4 apresenta os dados coletados pelos grupos ao final do

primeiro dia de pesquisa.

Figura 4 - Medigoes de temperatura feitas pelos grupos

Grups 1 (Caneca de Plistico) Grupe 2 (Copo Stanley) Grupo 3 (Caneca de Plistico)
Horario | Températura da dgua | Horirio | Temperatura da dgoa Horario | Temperatura da dgua |
16h10 7467 C 16h07 0.9° C 16h13 4.1*C
16h19 61°C 16h19 L1°C 16h22 590
16029 53.8°C 16h29 1.3° C 16h31 B4°C
16039 48,1°C 16h3% 18°C 16ha2 10,7 C
16050 43.6°C 16h4% 21°C 16h56 133°C
17h 40.2° C 16h59 28" C 1704 14.9°C
1710 381 C 1 This 33 c 17h14 16,1°C
17h21 363" C 17Th1% 3E"C 17h22 17.2°C
Grupo 4 (Copo de vidro) Grupo 5 (Caneca de aluminio) Grupo 6 (Garmafa de plastico)
Horario | Temperatura da dgua | Hordrio | Temperatura da dgua | Horirio | Temperatara da dgua
1606 i3z C 16h16 87,1°C |_16hi4 260
16h18 89 C 1eh24 66.58° C 16022 EX
16h28 12.1° C 16h33 56.1° C 16032 590 C
16h38 15" C 16k 478°C 16h42 62°C
16049 173 C 16h58 40.8° C 16h56 66°C
17h 19.2° C 1707 38" C 17103 B9
17hire 201" C 17hl6 60 C 17hi4 1,20
17hl9 20.9° O 1 Th26 307 C 17h34 1340 €

Fonte: Santos (2025)
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Apesar das orientagoes dadas pelo professor para as medigoes serem realizadas a cada 10 minu-
tos, os alunos precisaram se adaptar a limita¢ao de um tnico termometro culindrio que estava sendo
compartilhado entre todos os grupos, o que, por vezes, ampliou ou reduziu o intervalo de tempo

considerado entre as medigoes.

No segundo momento, o professor pediu que os alunos se reunissem nos mesmos grupos do
primeiro momento e, ento, entregou os dados coletados pelos Grupos 1 e 4 no primeiro dia, em
duas folhas separadas. As folhas, apresentada na Figura 5, continham a seguinte orientagio: “En-
contrar um modelo matemdtico que permita obter a temperatura da d4gua em qualquer instante t”.
Todos os seis grupos discutiram a tarefa e elaboraram um modelo a partir dos dados obtidos pelos

Grupos 1 e 4.

Figura 5 - Duas folhas entregues aos alunos no segundo dia, contendo informacoes registradas pelos alunos do Grupo

1 e do Grupo 4

Dy coled gedos mo s LT de sl Dasins cadetadon ran dis 17 de sbeil.
Tips de matadal wtilltsds: Cope UTFPR [Plizis) Tips de mateclal wtilicsda: Cops de wideo [hpea pelada)
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Forkrio [ Temperstersdaigus | Hariria Temparatusa da bfus
Termdmatro fulindeis | | | Termbmetro ulinkria
AGhED | (LY | | 15h06 | L
5hE9 | BI'C | | 16h13 | a5
15h29 | 53E"L | | 15h13 1 R C
16K39 ] a81'C | | 15h18 | 15°C
16K50 | a35°C | | 15hd3 | FLE Y
i | 03 L | | i ] W
AThid | A" | | 17hlE | L
171 | IBIC | 17h1w ML
ERCOnNaT L Madeio MatemdtiD QUi S mits ob0er O Mempe sl 00 gun &m gualguer | Endontnar um modink matrmadtioo gor permits abter o tempnratura da dped em guakquer
insptonte f inptoeee §

Fonte: Santos (2025)

Nesse dia, os alunos que desejassem puderam utilizar notebooks com o software GeoGebra (ou
outro soffware) para analisar os dados e identificar o comportamento gréfico da fungao que descre-
veria a situagdo. Durante a aula, o professor circulou pelos grupos, interagindo e conduzindo os
alunos na elabora¢io do modelo matemdtico. Seu objetivo era estimuld-los a compreenderem que,
na situagao proposta, a taxa de variagio da temperatura ¢ proporcional a diferenca entre a tempera-

tura e a temperatura ambiente , isto é,

daT
i —k(T—T,) (ondek > 0)

Ou seja, o professor desejava que os alunos chegassem no modelo matemadtico que representa a

Lei do Resfriamento de Newton, uma EDO de 1° ordem, linear e de varidveis separdveis.

No terceiro momento, o professor iniciou a aula promovendo uma discussao sobre a tarefa,

convidando os alunos a apresentarem seus modelos para a turma toda e ele foi fazendo questio-
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namentos para estimular a reflexao. Apds a apresentagio das EDO elaboradas pelos seis grupos, o
professor orientou-os a resolverem suas EDO (sem indicar um método especifico para resolucio)
e a validarem o modelo elaborado, utilizando nao apenas os dados dos Grupos 1 e 4 entregues no

segundo dia, mas também os dados coletados pelos seus préprios grupos no primeiro dia.

Para esta pesquisa, utilizamos os dudios gravados durante as interagoes que o professor fez no
Grupo 1 durante os trés dias de aplicagao. Portanto, os dados analisados aqui foram produzidos
por meio de: dudios do gravador que ficou sobre a mesa do Grupo 1 durante os trés dias; dudios do
gravador que ficou com o professor enquanto caminhava pela sala e interagia com os alunos durante
os trés dias de aplicagao, especialmente nos momentos em que o professor interagia com o Grupo 1;
produgdes escritas dos estudantes do Grupo 1. Esses dudios foram transcritos para a realizagao das
andlises. A pesquisa teve aprovagio do Comité de Etica em Pesquisas envolvendo Seres Humanos
(CEP — UTFPR) sob o ntimero CAAE: 65033822.6.0000.5547. Para manter o anonimato dos

participantes, demos nomes ficticios a eles, a saber: Lucas, Daniela, Mdrio, Talita, Jairo e Carlos.

Na préxima segao, serdo apresentados os dados da pesquisa juntamente com sua andlise, com

énfase nos processos de Raciocinio Matemdtico manifestados ao longo das aulas.

DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Para uma andlise’ mais clara, a discussao foi segmentada em trechos que contém as transcrigoes
das interagdes entre professor ¢ alunos e a identificagdo os processos de Raciocinio Matemdtico
manifestados, destacados entre parénteses e em negrito ao final de algumas falas dos estudantes.
Nao daremos énfase as agdes do professor (Araman; Serrazina; Ponte, 2019), mas, com frequéncia,
essas acoes (Convidar, Guiar/Apoiar, Informar/Sugerir ¢ Desafiar) serdio mencionadas ao longo da

descrigao dos dados.

Para dar inicio a discussdo, o professor guia os alunos para que eles expliquem o que os dados
coletados até o momento indicam.
[1] Professor: Deixa eu ﬁzzer uma pergunta pra vocés, com esses dados que vocés jd
coletaram, o que esses dados indicam? O que vocés podem dizer a partir desses dados?
[2] Lucas: Com o tempo a variagdo foi diminuindo. (conjecturar)
[3] Daniela: A variagio vai diminuindo. (conjecturar)
[4] Professor: A variagdo foi diminuindo! Quando vocé diz variagdo...

[5] Lucas: E tipo a temperatura, porque o daqui deu 13, ai daqui jd deun 8 e aqui ji
deu menos. (justificar)
[6] Daniela: Eu acho que tem alguma relagdo, sei ld, com a temperatura do ambiente,

tipo 26, entio pode ser que a variagio seja menor conforme vai chegando mais perto
do 26. (conjecturar)

? Parte desses dados estdo em Santos, Elias e Araman (2025). No entanto, o foco das andlises deste artigo ¢ outro.
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Neste primeiro momento, o professor incentiva a explica¢ao dos alunos para compreender o
que notaram em relagao aos dados até o momento. Embora ainda estejam no inicio da coleta, eles

j& conjecturaram que a variagao da temperatura foi diminuindo ao longo do tempo.

A partir da conjectura feita por Daniela [6], o professor buscou estimular a visualiza¢ao dessa
relagao. Percebendo que Daniela havia criado um “esbogo” geométrico com os dados, o professor a
desafiou [7] a explorar como essa representagao poderia ser expressa graficamente.

[7] Professor: Vocé fez um modelo ai, mas no formato de grifico, como seria isso?

[8] Daniela: Na descida eu comecei descer mais rdpido, desce 13, ai depois desce 9, 7,
5, 4 desce assim pra chegar no grdfico. (justificar)

[9] Professor: No grdfico do qué?
[10] Daniela: Exponencial. (conjecturar)
[11] Professor: Aqui, o que vocé acha?

[12] Daniela: Eu acho que nio vai ser tio (inaudivel) igual uma exponencial. (con-
jecturar)

[13] Mdrio: Nio acho que vai ser necessariamente uma exponencial, mas é parecido
com o exponencial. (conjecturar)

[14] Daniela: Acho que é a nogéo de equilibrio. (conjecturar)

[15] Mrio: E que na verdade, ele desce mais rdpido, depois ele desce 13, ai depois
desce 7, ai depois desce 5 enquanto ele vai naqueles 10 minutos. O grifico que eu falo
aqui, o grdfico que eu 16 falando aqui é temperatura por ... aqui passou dez minutos,
desceu tudo isso ai. Mais 10 minutos descew um pouquinho menos, entendeu? (jus-
tificar)

Daniela [8] descreveu seu processo de cria¢io do esbogo e como ele se conectaria a um grafico.
O professor, em agio de guiar/apoiar [9] incentivou a Daniela a identificar qual tipo de gréfico
representaria os dados, o que a levou a formular a conjectura [10] de que se tratava de um grafico
exponencial. Em seguida, o professor desafiou [11] a turma a validar a resposta, Daniela [12], [14]

levanta novas conjecturas e Mdrio [15] apresenta argumentos para justificar suas conclusoes.

Neste momento o professor circula entre os demais grupos, enquanto isso o grupo 1 man-
teve-se focado na coleta das medigdes da temperatura. Apds um intervalo de tempo, o professor
retornou ao grupo 1.

[16] Daniela: Vai ter mais professor? (veferindo-se a medigio da temperatura da dgua)

[17] Professor: A gente vai fazer mais, porque vocés acham que a gente precisa fazer
mais? Ou que precisaria fazer mais?

[18] Mirio: Pra chegar na temperatura ambiente. (justificar)

[19] Lucas: E mais perto da temperatura ambiente que deu 26, ai que vai dar, acho
que uns 30 e...

[20] Mirio: E que agora pra chegar na temperatura ambiente vai demorar. (conjec-
turar)

[21] Lucas: Vai dar uns 33, 34.
[22] Mdrio: Néo, uns 36 eu acho. (conjecturar)
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[23] Daniela: Cada vez vai ser bem menos, descen uns 40 em 50 minutos, mas... cada
vez, essa dai desceu menos de 2 graus, eu acho que foi 2 ponto alguma coisa, 2 ponto 2,
algo do tipo? Entdo ele vai continuar diminuindo, entdo até diminuir mais 10 graus
vai demorar. (justificar)

[24] Professor: Entdo quer dizer, se a gente for ficar coletando informagoes até a tem-
peratura ambiente, a gente fica aqui um tempdo?

Daniela [16] questiona o professor sobre a continuidade das medicoes da temperatura. O
professor, ao invés de responder diretamente, decide desafiar [17] os alunos a refletirem sobre a ne-
cessidade de prosseguir com a coleta de dados. Mario sugere que a coleta deve continuar até atingir
a temperatura ambiente [18], mas logo percebe que isso demandaria muito tempo [20]. Daniela
concorda com a observagao de Mario sobre a longa duragao do processo [23]. O professor, entdo,
guia [24] os alunos para fatos importante, destacando a inviabilidade de continuar a coleta até a

temperatura ambiente devido & limitagio de tempo.

Diante dessa situagdo, embora o professor nio tenha pressionado diretamente pela generali-
zagao, suas perguntas e comentdrios podem ser interpretados como indicios de que ele sutilmente
encaminhou os alunos para pensar além da coleta da coleta continua de dados. Ao questionar a
necessidade de prosseguir com as medigoes até a temperatura ambiente, o professor abriu espaco
para que os alunos considerassem a possibilidade de extrapolar os dados existentes e modelar o

comportamento da temperatura.

Dando continuidade a discussao, o didlogo prosseguiu.

[25] Mario: Tipo assim, temperatura eixo (inaudivel). Isso, temperatura eixo y e tem-
po eixo x, vai ficar uma assintota, eu acho, tipo uma raiz de 3? Raiz ao cubo? ?
(conjecturar)

[26] Lucas: Eu acho que é o contrdrio, né? Néo é o tempo.

[27] Lucas: E a temperatura? Entdo tipo, com o passar do tempo... a temperatura.
[28] Mirio: E vai ser a mesma coisa, assim né, pra cima.

[29] Daniela: Comeca em cima e vdi...

[30] Lucas: Eu acho que é tempo por temperatura, nio é2 Ou ndo, temperatura por
tempo... E temperatura por tempo.

[31] Mdrio: Vai criar uma assintota né, que fala? (conjecturar).
[32] Daniela: E, tendendo até o infinito.

[33] Mario: E, nio sei se é no eixo x ou no .

[34] Daniela: Espera ai, esse aqui é qual eixo? Eixo y?

[35] Mario: E eixo y.

[36] Daniela: Ab, entio y é igual a (inaudivel).

[37] Mdrio: E a temperatura ambiente.

[38] Professor: Beleza, matematicamente o que a assintota representa?
[39] Mario: A gente pode pensar em termos de limite. (justificar)

[40] Professor: Mas, por que vocé chamou de assintota? Por que vocé estd enxergando
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uma assintota?

[41] Daniela: Porque ela vai diminuindo cada vez mais, vai ficando constante. (jus-
tificar)

[42] Professor: Vai diminuindo e ai no infinito o que isso vai acontecer?

[43] Lucas: Vi ficar na temperatura ambiente. (justificar)

[44] Professor: Vai se aproximar ali.

[45] Mrio: E se fosse ideal, a temperatura da sala nio tivesse mudando também, eu
acho que a temperatura do copo, quer dizer da dgua, iria equilibrar com a do ambien-
te, entdo ndo ia passar, nio ia descer de 26. (justificar)

[46] Professor: Certo, entdio se a gente deixar o copo aqui eternamente, a temperatura
do copo ndo iria ultrapassar a temperatura do ambiente. Matematicamente, entdio,
no infinito, essa curva vai se aproximar, mas nio vai chegar a uma reta horizontal
(assintota horizontal), que no caso é a temperatura ambiente.

No segmento anterior, os alunos iniciaram a constru¢io do grafico, organizando os dados nos
eixos. Houve um momento de divida sobre a representagao dos eixos de temperatura e tempo, mas
rapidamente chegaram a um consenso. Mdrio [31] formulou uma conjectura, propondo que o
gréfico exibiria um comportamento assintdtico. O professor, ento, utilizou essa conjectura como
uma oportunidade para desafiar [38] os alunos, que justificaram suas hipdteses e a exploraram o
significado matemdtico da assintota. Mdrio [39] sugeriu a abordagem do conceito de limite, en-
quanto Daniela [41] justificou que “ela vai diminuindo cada vez mais, vai ficando constante”. A
justificacdo de Daniela demonstra uma intui¢ao sobre o comportamento assintético dos dados, em-
bora a expressao “vai ficando constante” carega de precisio matemdtica. Segundo Leithold (1994, p.
94): “A reta é denominada uma assintota horizontal do grifico da fun¢io se pelo menos uma das
seguintes afirmagoes for vélida: (i) xl_iﬂ]m f(x) = b ¢ para um ntimero N, se x > N, entio f(x)#b
; (ii) xl_iﬁmf(x) =be para um ndimero V, se x < [V, entio f(x) = b,

O professor, em acio de guiar [42] incentiva os alunos a explicarem o comportamento da
temperatura quando o tempo tende ao infinito. Lucas [43] afirmou que a temperatura do liquido
se igualaria & temperatura ambiente. Mdrio complementou, observando que, em um ambiente real,
a temperatura pode variar devido a fatores externos, mas em um cendrio ideal, a temperatura do

liquido tenderia a temperatura ambiente inicial.

Em [46], o professor validou a resposta de Lucas e forneceu informagoes e explicacoes sobre
a definicdo matemadtica de assintota horizontal, destacando que a temperatura se aproximaria, mas
nio se igualaria & temperatura ambiente quando o tempo tende ao infinito. Apds auxiliar o grupo,
o professor circulou pela sala, acompanhando o progresso dos demais grupos, antes de encerrar a
atividade. Ao final do primeiro dia de pesquisa, o professor informou que a discussio seria retomada

no segundo dia.

75



Raciocinio Matemdtico: seus processos e como promové-lo em sala de aula

No segundo dia, o professor iniciou a aula distribuindo os dados coletados anteriormente e
orientando os alunos sobre o objetivo da atividade: desenvolver um modelo matemdtico para des-
crever a situagao experimental. Para garantir uma discussao conjunta, o professor selecionou e en-
tregou para os grupos dois conjuntos de dados (dgua fria e quente) para andlise. Apds a organizagao
dos grupos e a distribuicao das folhas de atividade, o professor reforcou as instru¢oes, convidando
os alunos para dar continuidade na tarefa.

[47] Professor: Entio, a ideia é vocés analisarem esse conjunto de dados, criar um
modelo para essa situagio que permita chegar a uma expressio pra gente encontrar a
temperatura em qualquer instante. Para fazer isso, a gente vai usar informagoes que
vocés também perceberam na semana passada. Primeiro vamos analisar a partir desses

dados. O que esses dados estio dizendo? Entdo, a partir disso, dessas observagies, a
gente vai criar um modelo, td?

Depois, o professor caminha entre os grupos, oferecendo suporte e orientagao para os alunos
durante a realizagio da tarefa. Depois de um tempo, ele se aproxima do grupo 1 e se inicia o se-
guinte didlogo:

[48] Professor: O que vocés estdo fazendo? Sé por...

[49] Lucas: A gente vai colocar, colocar o grdfico.

[50] Mario: E, vai fazer um grifico do tempo e da temperatura, por enquanto.
[51] Lucas: Isso, sé pra analisar a reta.

[52] Professor: E dai vocés vio pegar essas informagoes ai, essas dai e véo colocar no
grifico. O que que vai no eixo horizontal?

[53] Lucas: Eu estava pensando em colocar o tempo (conjecturar).

[54] Professor: Por qué?

[55] Mdrio: Porque é padrio (justificar).

[56] Lucas: Geralmente tudo é tempo né (risos) (justificar).

[57] Professor: E comum a gente colocar no eixo horizontal o qué? Qual das varidveis?
[58] Mdrio: A Independente.

[59] Professor: Independente, entio nesse caso a gente pode pensar que a temperatu-
ra...?

[60] Lucas: Depende do tempo.

[61] Professor: Ela varia. Ai na hora que vocés colocarem esses pontos aqui, vocés me
chamam que eu quero voltar pra gente ver junto o que vai acontecer. Eu vou trazer
um computador para vocés depois analisarem pelo GeoGebra, td?

[62] Lucas: Ab beleza, vamos ver como a gente vai colocar.

Pelo trecho, é possivel notar a manifestagoes de alguns processos de Raciocinio Matemdtico.
Lucas, ao sugerir colocar o tempo no eixo horizontal [53], inicia uma conjectura, explorando
possiveis representagoes graficas. O professor, por sua vez, desafia [54] os alunos a justificarem suas
respostas. A discussio sobre a varidvel independente [58, 59, 60] evidencia a importincia de com-

preender as relagoes entre as varidveis para a construgao do gréfico.
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Em seguida, o professor se dirige a um outro grupo, enquanto isso os alunos do grupo 1 con-
tinuam a realizagao da tarefa, organizando as informag¢des em uma tabela do Exce/ e revisando os
dados com aten¢ao. Os alunos dedicavam-se a busca pela fungao de ajuste de curva mais precisa,
utilizando os dados obtidos. Como nao obtiveram sucesso, os alunos pediram auxilio ao professor,
que se aproximou e solicitou relatos de como os alunos fizeram.

[63] Professor: O que vocés estio pensando? E ai? O que vocés chegaram?

[64] Mirio: A gente estd tentando ligar os pontos.

[65] Daniela: Fazer uma fungdo.

[66] Professor: Td. Vocés jogaram os pontos das duas, das duas colunas de dados. E o

que vocés analisaram em relagio a esse comportamento?
[67] Lucas: Que eles estio tendendo para a temperatura ambiente.

[68] Professor: E de que modo que eles estdo tendendo? Qual que é o comportamento
desses pontos ai?

[69] Lucas: Parece uma metade de pardbola (conjecturar).

[70] Professor: Vocés acham que é uma pardbola? Pedago de uma paribola? Qual que
é a questio?

[71] Daniela: E uma parte de uma pardbola (conjecturar).

[72] Professor: Isso, e por qué? Se for uma pardbola, eu imagino que vocés estdio dizen-
do wuma pardbola porque ele td vindo aqui, uma pardbola ela tem alguma caracteristi-
ca, né? Que é em algum momento estamos com concavidade pra cima ou concavidade
para baixo, entdo, no azulzinho, em algum momento isso vai comecar a baixar. Faz
sentido isso? Em algum momento essa temperatura...

[73] Lucas: Eu acho que nio vai baixar, por exemplo essa daqui, né? A quente. Ela
ndo vai comegar a esquentar depois, entdo eu acho que ndo tem como ser uma pard-
bola, nem... (justificar)

[74] Mdrio: Entio, mas eu imagino que a curva ali vai estar pra cd, né? Tipo aqui,
ou aqui? Td virada pro... (conjecturar).

[75] Professor: Mas ai como que seria? Como que essa pardbola viria daqui? Onde que
td o vértice dessa pardbola?

[76] Mdrio: Seria por aqui, é (conjecturar).

[77] Professor: Mas ela seria assim?

[78] Mario: E.

[79] Professor: Entio ela ndo seria uma fungio dai, né? Ela estaria na horizontal, ela
estaria deitada, ndo seria uma fungdo, se a gente faz o teste da reta vertical

[80] Mirio: Isso, verdade.
[81] Professor: Pensa at, pensa ai.

Mdrio [64] inicia a intera¢do com o professor, relatando a tentativa de ligar os pontos no Excel,
enquanto Daniela [65] complementa, mencionando que estao tentando buscar uma fungio que
melhor se ajusta aos dados. O professor em acio de guiar [66], direciona o raciocinio dos alunos
em relagdo aos dados plotados, incentivando a andlise do comportamento dos pontos no gréfico.

Lucas [67] observa que os dados convergem para a temperatura ambiente, e o professor, buscando
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incentivar a explicagéo, guia [80] os alunos a descreverem o comportamento dos pontos, 0 que 0s

leva a formular conjecturas.

A conjectura de Lucas e Daniela [69, 71], que propéem uma “metade de pardbola” como
representagio grafica, demonstra a busca por um modelo que se ajuste aos dados observados. O
professor por sua vez, desafia [70, 72] os alunos a justificarem essa hipétese, incentivando-os a
conectar o modelo matemdtico com o contexto do experimento, pois se os alunos considerarem as
caracteristicas de uma pardbola, a tendéncia crescente observada nos dados da dgua fria (chamada
pelo professor de “azulzinho”) nao indicaria um futuro decréscimo, tipico de uma parébola com
concavidade para baixo, mas Mdrio [74] sugere que a pardbola estaria “virada”. Mdrio [76] elabora
uma conjectura sobre a posigao do vértice, mas o professor, em agdo de guiar e informar [77 ¢ 79],
instiga os alunos a refletirem sobre as implicagdes dessa posi¢ao, pois, se considerarmos o racioci-
nio de Mdrio, a pardbola teria seu eixo de simetria horizontal, o que, de acordo com o teste da reta
vertical, no representaria uma fung¢ao da temperatura em relagao ao tempo, uma vez que os alunos
estavam considerando a varidvel dependente temperatura no eixo vertical e a varidvel independente

tempo no eixo horizontal, com isso Mdrio [80] passa a refletir sobre a sua conjectura.

Se, por um lado, a fala [79] do professor leva Mdrio [80] a refletir sobre sua conjectura, por
outro, a fala do professor fornece um caminho a seguir, reduzindo a demanda cognitiva da tarefa. O
professor problematiza se o grifico sugerido pelos alunos seria gréfico de uma fun¢io, mas o préprio
professor indica uma resposta, sugerindo o teste da reta vertical. Mesmo com um caminho sugerido
pelo professor, os alunos poderiam, por exemplo, conjecturar que se tratava de uma fungio do tipo
f (x) = \[E, o que nao aconteceu. O professor se encaminhou para outro grupo, mas, antes,

desafiou [81] os alunos a continuarem refletindo sobre o assunto.

Os alunos comecaram a testar algumas funcoes para verificar se se ajustavam bem aos dados.
Eles até encontraram uma fungao que se ajustava bem, porém um ponto ainda permanecia exclu-
ido. Apés muitos testes e discussoes, o professor se aproxima do grupo e apoia [82] os alunos a
explicarem como estd o andamento das discussoes.

[82] Professor: Como é que, o que vocés chegaram aqui
[83] Lucas: Af professor td dificil.

[84] Professor: 1i dificil? O, o que vocés pensaram entio? Alguma coisa vocés jd pen-
saram?

[85] Daniela: E, a gente estd tentando algumas equagées, vé se parece a fungio inicial.

[86] Professor: Isso, mas vamos caminhar entio pra... Uma ideia é eu tentar imagi-
nar uma equagio, que vocés podem fazer, mas vamos tentar imaginar uma equagio
diferencial. O, o que vocés percebem aqui com relagio a variagdo da temperatura?

[87] Lucas: Que ela vai diminuindo.

[88] Professor: A variagio vai diminuindo, conforme o tempo passa. Entdo, pode

falar.
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[89] Lucas: Ab, ndo, eu tinha comentado sobre o tempo ser inverso a variagio. (con-
jectura) Porque quanto mais o tempo passa, menor a variagdo, a gente estava pensan-
do em alguma coisa assim. (justificar)

[90] 1alita: Eu acho que quanto mais o tempo estd proximo do...

[91] Professor: Entdo... essa é uma questio interessante porque tem alguma relagio
de proporcionalidade. A variacio da temperatura ela td ocorrendo... proporcional a...

[92] Lucas: Ao tempo.
[93] Professor: Na verdade, proporcional. E que conforme o tempo passa, a dife...

[94] Daniela: A diferenca, ela é proporcional ao qudo proximo ela estd da temperatu-
ra ambiente. (generalizar)

[95] Professor: Exato, o que que é isso? Vocé estava falando, né? A diferenga... O que
seria? A diferenca do qué? E isso que vocé falou... Ela é proporcional... O, 6, a variagio
da temperatura, ela estd acontecendo de uma maneira diferente, de um ponto para
outro, né? Quanto mais proximo do igual a zero, quando a gente comegou a medir,
a temperatura ambiente e a temperatura do liquido tinham uma diferenga grande.
At, para o segundo momento, a variagio foi uma variagio grande. Mas, conforme
0 tempo foi passando, essa variagio foi diminuindo, junto com a diferenca entre a
temperatura (da dgua) e a temperatura ambiente. O que que isso significa? Isso que eu
acabei de falar, como eu expresso isso numa equagdo?

[96] Daniela: Vamos falar que a taxa de temperatura perdida é ‘A linha” (A). A

linha” é igual a vezes tempo e temperatura, ndo sei. (conjectura)

No trecho acima, percebemos que os alunos estao buscando o modelo matemitico. Eles le-
vantam conjecturas e tentam justificd-las [89], mas é com a orientagio do professor [91 e 93] que
Daniela consegue generalizar [94] uma ideia que poderia levi-los a equagio procurada. Como pode
ser visto em [96], os alunos ainda nao chegam na escrita matemadtica, mas estao no caminho. Algum
tempo depois, préximo ao final da aula, o professor volta ao grupo e acontece o seguinte didlogo.

[97] Professor: Quem que me chamou? Foi esse grupo aqui?

[98] Daniela: Foi, professor, a gente pensou, o ‘a” linha (A) de t é igual ao A de t
menos a temperatura ambiente vezes alguma coisa, wma constante. (generalizar)

[99] Professor: Isso.

[100] Daniela: Alguma coisa ou uma fungio de alguma coisa, que a gente néo sabe.
Ai gente pensou em pegar e colocar ela e fazer substituir os valores e isolar o k de algu-
ma coisa ali e tentar fazer... (conjecturar)

[101] Professor: E achar esse valor do k. Mas ai como é que vocé achou esses A linha?
O que é A linha?

[102] Lucas: E a temperatura no tempo x. (justificar)

[103] Professor: Entio A linha, na verdade, é a derivada dessa funcio, que vocé néo
conhece ainda, né?

Daniela, em [98], apresenta ao professor uma generalizagdo, dando uma forma para a equagio
diferencial: “A’(t) = (A(t) — 26,4) vezes k alguma coisa, uma constante”. Entendemos ser uma gene-
ralizagao, pois Daniela, juntamente com os demais alunos, identificou pontos em comum entre os
casos (ver, por exemplo, [6] e [23]) e estendeu o raciocinio para além do caso inicial, chegando a

uma regra mais geral [83] e [98].
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O professor inicia o terceiro dia convidando cada grupo a comentar o modelo matemdtico

elaborado na aula anterior.

[104] Professor: Hoje a gente vai finalizar essa atividade. A ideia vai ser discutir
modelos que alguns jd chegaram, alguns chegaram proximo, né? Entéio a gente vai
[finalizar esse modelo e depois analisar esse modelo matemdtico. Analisar no sentido de
que eu vou devolver para vocés a coleta de dados que os grupos fizeram no primeiro
dia e a gente vai analisar isso, e nesse momento de andlise o GeoGebra vai ajudar em
algum aspectos. Nesse primeiro momento eu gostaria de contar com a ajudd de vocés,
quem se dispor, a comentar pra todo mundo, pra toda a sala do seu modelo, como
chegou no seu modelo e explicar brevemente sobre isso. Alguém se dispoe? Algum grupo?

Uma pessoa do grupo?

A partir desse momento, os grupos comegam a se manifestar. O primeiro grupo a se manifestar

relatou que o modelo construido foi Z—f = k(26,4 — C), onde ¢ k a constante de proporcionalidade C

e a temperatura em fun¢io do tempo z O Grupo 1 foi o segundo grupo a se manifestar.

[105] Lucas: O nosso ficou parecido.

[106] Professor: Parecido?

[107] Lucas: E, a tinica coisa é que o nosso ficou a temperatura menos o 26,4.
[108] Professor: 1d, entdo, que letra que vocés usaram?

[109] Lucas: A gente usou A.

[110] Professor: A. A é a temperatura, né?

[111] Lucas: A ficou dA/dr igual a A de t menos 26,4. Ai tudo isso vezes k.
[112] Professor: Tudo isso vezes k?

[113] Lucas: Isso.

[114] Professor: Aqui, esse A de t, nesse caso aqui seria C de t?

[115] Lucas: E, a temperatura em fungdo de t.

O modelo construido pelo Grupo 1 foi < = k(4(t) - 26,4). Para além do uso das letras C e A,

o grupo percebe que hd uma diferenga nos modelos, como pode ser visto em [107]. O professor

aguardou que os demais grupos apresentassem seus modelos para discutir com a turma toda sobre

essa diferenca.
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[116] Professor: O que muda nessas equagées ai? Que diferenca faz estar 26,4 menos
1 ou C, ou A, e estar A menos 26,47 O que que muda essa ordem estar trocada?

[117] Alunos/Alunas: O sinal de menos. (conjecturar)

[118] Professor: O sinal de menos. E isso interfere em alguma coisa na andlise?
[119] Alunos/Alunas: Na constante. (justificar)

[120] Professor: O que na constante?

[121] Alunos/Alunas: No sinal da constante. (justificar)

[122] Professor: No sinal da constante. Uma andlise que a gente pode fazer a respeito
desse sinal é: 0 que essa derivada, eu vi que muitos grupos fizeram no GeoGebra e
jogaram os dados, pegaram os dados da planilha e jogaram pra ver o comportamento.
O que essa derivada representa neste grifico que vocés fizeram?

[123] Alunos/Alunas: A inclinacio da reta tangente.
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No trecho acima, o professor desafia os alunos [116, 118, 120, 122] a refletirem a respeito da
diferenca entre escrever % = k(26,4 —-C) Ou% = k(C —26,4), levando em consideragao a interpreta-
¢ao geométrica da derivada como o coeficiente angular da reta tangente a curva em um dado ponto.
As agoes do professor instigam os alunos a levantarem conjecturas ¢ as justificarem. Essa discussao
se prolonga e o professor conduz a andlise tanto para o caso da dgua gelada que, com o passar do
tempo, vai aquecendo, como para o caso da dgua quente que vai esfriando. Passamos para outro mo-

mento em que o professor conversa especificamente com o Grupo 1 sobre a resolugao da equagao

dA

- = —k(A(t) — 26,4). No trecho abaixo, o grupo estd buscando encontrar o valor de utilizando os

valores de z e A(z) dados na Figura 5.
[124] Professor: Como é que vocés estio?

[125] Lucas: Professor, a gente...cada ponto vai passar diferente [no grdfico]? (con-
jecturar)

[126] Professor: Por que que isso acontece?

[127] Lucas: E que a gente tentou fazer com o outro ponto, e deu quase a metade
desse, professor, ficou muito estranho. (justificar)

[128] Professor: Pra achar o valor do ?
[129] Lucas: E, ficou muito discrepante. (justificar)
[130] Professor: Como assim? Vocés pegaram, primeiro...

[131] Lucas: Isso, a gente fez com esse valor aqui de dgua quente, no tempo 9 deu 61
[61°C]. Ai deu esse aqui. S6 que a gente foi tentar fazer com outro valor, acho que
nesse 19 [t=19] e 53,8 [53,8°C], deu metade desse quase.

[132] Daniela: Deu 0,17.
[133] Lucas: E, 0,17... menos 0,17

[134] Professor: Menos 0,17. Ahn, vocés estdo sem computador, eu vou pegar meu
computador ali e vou pegar o GeoGebra, porque eu acho que ele vai ajudar vocés a
pensarem isso.

Pelo trecho, percebemos que os alunos estavam com dificuldades para definir qual o valor que
poderia assumir. Ao chegar ao grupo, o professor convida [124] os alunos a explicarem como esta-
vam desenvolvendo a tarefa. Em seguida, para tentar compreender seus raciocinios, o professor os
desafia [126] e os guia [128 e 130], o que permite aos alunos elaborarem conjecturas e justificativas,
visando uma generaliza¢io. A Figura 6 mostra a producio escrita dos estudantes do Grupo 1 para

a EDO que eles construiram.
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diversas possibilidades para a constante de proporcionalidade k. Também notamos que eles nao

Figura 6 - Registro escrito da resolu¢iao do Grupo 1 e sua transcricao
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Fonte: Santos (2025).

Na Figura 8, é possivel ver a maneira como os alunos resolveram a EDO no papel, calculando

consideraram a constante de integragao C, que surge de uma integral indefinida.

professor retorna a0 Grupo 1 para verificar se 0 GeoGebra tinha auxiliado no desenvolvimento da
tarefa e no raciocinio dos estudantes. Como fica evidente no trecho a seguir, os alunos utilizaram

o comando “controle deslizante” para dar continuidade na tentativa de definir um valor adequado

Em [134], vemos que o professor sugeriu o uso do GeoGebra. Em um momento posterior, o

para a constante de proporcionalidade .
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[135] Professor: Como é que vocés fizeram isso ai?

[136] Lucas: A gente foi colocar a fungio [no GeoGebra]. Ai a gente foi testando os
valores [de k], s¢ que nenhum valor estd dando proximo. (justificar)

[137] Professor: Mas cadé o k ai?
[138] Daniela: O é o que estd substituindo.

[139] Lucas: Ele di pra mexer. [referindo-se ao comando ‘controle deslizante” do
GeoGebra]

[140] Professor: Vocés néo estio colocando a fungio errada, néo? [

[141] Lucas: E assim, ndo é, oh? é igual a elevado a menos , porque o t estd no eixo x,
mais 26,4. (justificar) 7z certo, néo td?

[142] Professor: Qual é o valor de k que deu na conta de vocés?
[143] Lucas e Daniela: 1em vdrios, vdrias possibilidades. (conjecturar)

[144] Professor: Entdo, mas at, entdo tem alguma coisa estranha. Como é que vocés
acharam o valor de C [constante]?

[145] Lucas: O que é C mesmo?
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[146] Professor: Quando vocés integraram ali, ndo surgiu uma constante?
[147] Lucas: Nao.

[148] Professor: Aqui estd errado, quando vocés integram de cada lado, a integral
disso surge uma constante C.

[149] Lucas: Verdade, a gente esquecen!
[150] Professor: Entdio, é essa constante C surge da resolugio da EDO
[151] Lucas: A gente esqueceu completamente.

Ao convidar os alunos [135] a manifestarem seus raciocinios, o professor percebe que havia um
erro na resolu¢iao da EDO, uma vez que os alunos nio colocaram a constante de integragao que sur-
ge ao resolver uma integral indefinida. Por meio do GeoGebra, os proprios alunos puderam refutar a
solugio encontrada, como pode ser visto em [136]. Em [144], o professor percebe que tinha algo es-
tranho na conta dos alunos e, ao indagar como eles chegaram ao valor de C, Lucas [145] pergunta:
“O que é C mesmo?” Neste momento, o professor desafia os alunos, perguntando se surgiu alguma
constante durante o processo de integragdo. Lucas responde que nio, e o professor afirma que o
aluno estava errado, oferecendo uma explicagio adequada. Nesse momento, o professor poderia ter
incentivado os alunos a refletirem mais sobre a questio antes de considerd-los errados. Apesar de
sua intervengao ter contribuido para o raciocinio da turma, uma orientagao mais sugestiva poderia

ter sido mais produtiva.

No trecho anterior [136 e 139], fica evidente que o GeoGebra, por meio do comando “controle
deslizante”, teve o papel de agilizar o procedimento que os alunos ja vinham fazendo sé que utili-
zando folha e caneta. Tanto pelos cdlculos feitos no papel como pelo grifico feito no GeoGebra, os
alunos perceberam que a curva nio estava coincidindo com os dados da Figura 5, o que os levou a

rever a resolugao da EDO.

Apbés novas intervengoes do professor e com o auxilio do GeoGebra, os alunos do Grupo 1
conseguiram resolver a EDO, fazendo uso da condi¢io inicial A(0)=74,6 para encontrar o valor da
constante C e a informagido de que A(9)=61 para encontrar o valor da constante de proporcionali-

dade , conforme mostra a Figura 7.
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Figura7 - Registro escrito da resolucio dos alunos do Grupo 1
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Fonte: os autores.

A Figura 7 mostra que os alunos chegaram no valor (aproximado) de . Dessa forma, os alu-
nos puderam comparar esse valor de com aquele encontrado utilizando o “controle deslizante” do

GeoGebra, validando sua resposta. Assim, os alunos puderam generalizar o modelo matemdtico
dA/dr=-0,037(A(1)-26,4), cuja solugio particular é dada pela fungao A(2)=48,2¢%%"+26,4.

DISCUSSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, apresentamos um recorte da pesquisa de mestrado da primeira autora, orienta-
da pelo segundo autor. Diferente da pesquisa de mestrado (Santos, 2025), este trabalho teve como
foco o Raciocinio Matemadtico dos estudantes, isto ¢, o objetivo foi: identificar e discutir os processos
de Raciocinio Matemdtico manifestados por estudantes de uma turma de Engenbaria durante a realiza-

¢do de uma tarefa exploratoria na disciplina de EDO.

Na segao anterior, descrevemos e identificamos os processos de Raciocinio Matemdtico ma-
nifestados. Pudemos perceber trés momentos cruciais durante o desenvolvimento da tarefa e que

sintetizam como se deram essas manifestagoes dos processos de Raciocinio Matemdtico.

O primeiro momento foi durante andlise que os estudantes fizeram dos dados que estavam

coletando com o termdémetro. Aquele momento foi rico em elaboragdes de conjecturas seguidas de
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justificativas por parte dos estudantes, algumas delas foram centrais para a continuidade da tarefa
(por exemplo, em [6], [10], [13] e [20] (conjecturar) ¢ [5], [15] e [23] (justificar)).

O segundo momento foi durante a busca por um modelo matemdtico, ora por uma fungio
(exponencial ou polinomial do segundo grau), ora por uma EDO. Esse foi um momento em que,
além dos processos de conjecturar e de justificar, foi possivel perceber o processo de generalizar (em

[94] e [98]).

O terceiro momento foi durante a resolugiao da EDO, que exigiu dos alunos do Grupo 1 deci-
dir qual a melhor estratégia de resolugao (o método das equagoes separdveis), considerar a constante
de integragao ao se resolver uma integral indefinida, escolher a condi¢o inicial para encontrar o
valor dessa constante de integracio e da constante de proporcionalidade. Todas essas tomadas de de-
cisdo, por parte dos alunos, exigiram deles a elaboracio de conjecturas (por exemplo, [117] e [143])
e de justificativas (por exemplo, [119] [121] [136] [141]), convergindo para a generalizagao de

um modelo matemdtico para a situacio estudada.

Ficou evidente que algumas manifestacoes dos processos de Raciocinio Matemdtico ocorreram
por conta da intervengdo do professor que, em alguns momentos, convidou, guiou, informou e
desafiou os alunos e, em outros, direcionou demasiadamente as discussoes, reduzindo a demanda
cognitiva da tarefa. Apesar disso, as agoes do professor foram essenciais para que os alunos pudessem
escrever em linguagem matemadtica aquilo que eles ja haviam percebido, isto é, que a taxa de varia-
¢ao da temperatura ¢ proporcional a diferenga entre a temperatura e a temperatura ambiente , e,

também, foram essenciais para que os estudantes encontrassem as constantes e resolvessem a EDO.

Assim, concluimos que uma tarefa bem elaborada, aliada a um conjunto de a¢oes eficazes do
professor, possui um potencial significativo para desenvolver os processos de Raciocinio Matemiti-
co dos alunos. Esta pesquisa corrobora com Ponte, Quaresma e Mata-Pereira (2020, p.11) quando
afirmam que uma aula de natureza exploratéria permite aos alunos o protagonismo na realizagao
das tarefas e na manifestagao dos seus raciocinios, o que “pode levar os alunos nao sé a desenvolver
o seu raciocinio e os seus conhecimentos e capacidades em Matemdtica mas também a assumir uma

perspectiva muito mais positiva sobre o que ¢ esta ciéncia como atividade humana”.

O professor, ao desempenhar um papel ativo e intencional, realizando a¢des como convidar,
guiar/apoiar, informar/sugerir e, principalmente, desafiar, estimula os alunos a conjecturar, justifi-
car e generalizar, que sdo processos fundamentais para a construgao do conhecimento matemitico.
A agao de desafiar, embora represente um grande potencial, depende do suporte das demais agdes
do professor para ser alcangada. Em suma, esta pesquisa refor¢a a importancia de um ensino que
valorize a exploragio e a investigagdo, e que conte com a mediagio do professor para promover o

desenvolvimento do Raciocinio Matemadtico dos alunos.

85



Raciocinio Matemdtico: seus processos e como promové-lo em sala de aula

REFERENCIAS
ARAMAN, E. M. D. O.; SERRAZINA, M. D. L.; DA PONTE, J. P. “Eu perguntei se o cinco

nao tem metade”: agoes de uma professora dos primeiros anos que apoiam o raciocinio matemadti-
co. Educa¢ao Matemdtica Pesquisa, v. 21, n. 2, p. 466-490, 2019.

ARAMAN, E. M. D. O.; SERRAZINA, M. D. L.; PONTE, ]. P. Raciocinio Matemdtico nos Pri-
meiros Anos: agoes de duas professoras ao discutir tarefas com seus alunos. Bolema: Boletim de
Educagiao Matemdtica, v. 34, p. 441-461, 2020.

BOALER, J.; BRODIE, K. The importance, nature and impact of teacher questions. In: MCDOU-
GALL, D.E; ROSS, J. A. (Eds.). Proceedings of the twenty-sixth annual meeting of the North

American Chapter of the International Group for the Psychology of Mathematics Education.
Toronto: OISE/UT, 2004. p. 774-782.

BRASIL. Conselho Nacional de Educagao/Camara de Educagao Superior. Resolugao n° 2 de 24
de abril de 2019. Institui as Diretrizes Curriculares Nacionais do Curso de Graduag¢ao em Enge-
nharia. 2019. Disponivel em: http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com docman&view=-
download&alias=112681-rces002-198category slug=abril-2019-pdf&ltemid=30192. Acesso em
26 fev. 2025.

CAMPOS, A.; PONTE, ]. P. Raciocinio Matemdtico em Contextos Algébricos e Geométricos:
uma andlise com alunos medalhistas de 9° ano. Bolema: Boletim de Educagao Matematica, v. 36,
n. 73, 2022.

ELLIS, A.; OZGUR, Z.; REITEN, L. Teacher moves for supporting student reasoning. Mathema-
tics Education Research Journal, Melbourne, v. 30, n. 2, p. 1-26, jun. 2018.

JEANNOTTE, D.; KIERAN, C. A conceptual model of mathematical reasoning for school mathe-
matics. Educational Studies in Mathematics, Utrecht, v. 96, n. 1, p. 1 — 16, 2017.

LANNIN, J.; ELLIS, A. B.; ELLIOTT, R. Developing essential understanding of mathematical
reasoning for teaching mathematics in prekindergarten -grade 8. Reston: National Council of
Teachers of Mathematics, 2011.

LEITHOLD, L. O Célculo com Geometria Analitica. 3. ed. Tradug¢do: Cyro de Carvalho Patarra.
Sao Paulo: HARBRA ltda, 1994.

MORAIS, C.; SERRAZINA, L.; PONTE, ]J. P Mathematical reasoning fostered by (fostering)
transformations of rational number representations. Acta Scientiae, v. 20, n. 4, 2018.

PONTE, J. P; QUARESMA, M.; MATA-PEREIRA, J. Como desenvolver o raciocinio matemdti-
co na sala de aula? Educagao e Matemdtica, n. 156, p. 7-11, 2020.

SANTOS, T. M. D. Uma anilise das a¢oes do professor que apoiam o raciocinio matemdtico
na disciplina equagoes diferenciais ordindrias em cursos de Engenharia. 2025. 135 f. Disserta-
¢ao de Mestrado. Universidade Tecnolégica Federal do Parand, Londrina, 2025.

SANTOS, T. M.; ELIAS, H. R. Equagées Diferenciais Ordindrias em cursos de Engenharia: um le-
vantamento bibliogréfico. Revista Brasileira de Educa¢ao em Ciéncias e Educagao Matemitica,

2023, v. 7, n. 3, p. 363-381.

86


http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_docman&view=download&alias=112681-rces002-19&category_slug=abril-2019-pdf&Itemid=30192
http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_docman&view=download&alias=112681-rces002-19&category_slug=abril-2019-pdf&Itemid=30192

1ais Mara dos Santos e Henrique Rizek Elias

SANTOS, T. M.; ELIAS, H. R.; ARAMAN, E. M. O. A¢oes que apoiam o Raciocinio Matemdtico
desempenhadas por um professor da disciplina de Equagoes Diferenciais Ordindrias em uma turma
de Engenharia. Revista Internacional De Pesquisa Em Educagao Matematica, v. 15, n. 2, 2025.

STYLIANIDES, G. J. Reasoning-and-proving in school mathematics textbooks. Mathematical
Thinking and Learning, London, v. 11, n. 4, p. 258-288, 2009.

87



