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INTRODUCAO

onsiderando que o desenvolvimento do Raciocinio Matemdtico (RM) é um aspecto funda-
mental na aprendizagem matemadtica (Ponte; Mata-Pereira; Henriques, 2012), hd necessidade
de ampliar as compreensoes sobre o seu desenvolvimento (Jeannotte; Kieran, 2017; Lannin; Ellis;
Elliot, 2011; Anjos, 2023) e a realiza¢io de préticas de ensino que contribuam para a compreensio
do respectivo tema. Diante disso, neste capitulo apresentam-se resultados de uma pesquisa que
envolveu a aplicagao de uma tarefa exploratéria de matemdtica em uma turma de 5° ano do ensino

fundamental.

Visando promover uma compreensio sobre os processos de Raciocinio Matemdtico e seus
Entendimentos Essenciais (EE), tem-se como objetivo neste capitulo, apresentar os processos de
RM e os EE mobilizados por estudantes do 5° ano durante a resolu¢io de uma tarefa exploratéria.
Sendo assim, apresentamos a proposta, a descri¢io e andlise de trechos de discussoes que apresentem

processos de RM mobilizados pelos alunos durante a resolugio da respectiva tarefa.

Para isso, recorremos a uma tarefa exploratdria, aplicada em uma turma de 5° ano do ensino
fundamental, em uma escola publica. A aplicagao da tarefa exploratéria ocorreu seguindo as etapas
do ensino exploratério (Oliveira; Menezes; Canavarro, 2013; Serrazina, 2021) e a coleta de dados se
deu por meio da gravagio em dudio da discussao dos alunos, organizados em duplas, no momento
de resolucio autdénoma da tarefa. Ressalta-se que os professores envolvidos na aplicagio da tarefa
também sdo pesquisadores que desenvolvem estudos envolvendo o RM, participantes do grupo

de pesquisa “Raciocinio Matemdtico e formagao de professores'” Os resultados e andlises que sao

' Informagées sobre o grupo de pesquisa e seus membros, disponivel em: dgp.cnpq.br/dgp/espelhogrupo/5307291450401218
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apresentadas neste capitulo revelam o modo como o RM pode ser desenvolvido por alguns alunos,

por meio da explicitagdo da mobiliza¢io dos processos de RM.

A partir das discussoes promovidas por uma dupla de estudantes do 5° ano pretendemos iden-
tificar e discutir quais Entendimentos Essenciais (EE) e processos do RM foram mobilizados du-
rante a resolugdo da tarefa exploratéria. A andlise dos dados foi realizada a partir das transcrigoes
de dudios gravados, as quais apresentam discussoes entre alunos e em alguns momentos com o

professor, assim como, alguns registros de pratica produzidos pelos estudantes.

O método de pesquisa que subsidia as pesquisas desenvolvidas pelo referido grupo de estudos
¢ a Investigacdo Baseada em Design (IBD) (Ponte ez al. 2016), cuja conjectura elaborada para este
estudo ¢ a de que os alunos dos anos iniciais do ensino fundamental conseguem mobilizar diver-
sos processos de RM quando resolvem tarefas de natureza exploratéria. Consequentemente, por
meio dos resultados obtidos durante a pesquisa, busca-se apresentar aos professores que ensinam
matematica como o Raciocinio Matemaitico pode ser estimulado, trazendo contribuicoes para a

aprendizagem matemadtica.

Para isso, apresenta-se, nas préximas segoes, o referencial teérico que serviu de base para o
desenvolvimento deste estudo, ou seja, aspectos fundamentais na compreensao do que sao os pro-
cessos de RM, assim como os EE; a metodologia de pesquisa; as descrigoes e andlise dos dados; os

resultados da investigacdo e, por fim, as conclusoes.

RACIOCINIO MATEMATICO

Partindo do entendimento que o Raciocinio Matemitico é considerado como um dos princi-
pais objetivos no ensino de matemdtica (Ponte; Mata-Pereira; Henriques, 2012), e que por meio
do seu desenvolvimento ¢é possivel “entender por que existem relagoes matemadticas” (Lannin; Ellis;
Elliot, 2011, p. 7), faz-se necessdrio uma compreensio do que de fato é o RM. Nesta perspectiva,

no Quadro 1 apresentam-se algumas defini¢goes do RM.

Quadro 1 — Algumas defini¢oes para Raciocinio Matemidtico

Definicao Referéncias

“Processo de comunicagio com outros ou consigo mesmo que permite in- | JEANNOTTE; KIERAN
ferir enunciados matemdticos a partir de outros enunciados matemdticos”. | (2017, p. 7)

Processo de inferéncia como o que utiliza informacio matemdtica jé conhe-
cida para obter novo conhecimento ou novas conclusées.

STYLIANIDES (2009)

rocesso que utiliza “informacio ja conhecida para obter, justiicadamente,
P til [ hecid bt tificadament
novas conclusées”

MATA-PEREIRA; PONTE (2018, p. 782)

Processo conjunto de conjecturar, gcneralizar, investigar porqué, argumen-
tar e refutar se necessdrio.

LANNIN; ELLIS; ELLIOTT (2011)

Um conjunto de processos mentais complexos através dos quais se obtém
novas proposigoes (conhecimento novo) a partir de proposicées conhecidas | MORAIS; SERRAZINA; PONTE (2018)

ou assumidas como verdadeiras (conhecimento prévio)

Fonte: Araman e Serrazina (2020).
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A partir das defini¢oes apresentadas no Quadro 1, ¢ possivel compreender que o RM é um
processo de inferéncias, no qual, os alunos, partindo de conhecimentos prévios, desenvolvem uma
argumenta¢ao matemadtica para justificar e validar/refutar uma informagio que inicialmente ¢é as-
sumida como verdadeira, ou seja, trata-se de um processo que consiste na elaboragao, justificagio e

validagao de conjecturas e generalizages.

O desenvolvimento do RM pode ser promovido durante a resolugao das tarefas matematicas,
desde que essas tarefas tenham potencial para isso. Diante disso, torna-se relevante a compreensao

dos processos de RM e dos seus Entendimentos Essenciais.

PROCESSOS DE RACIOCINIO MATEMATICO

De acordo Jeannotte e Kieran (2017) o RM pode ser estudado em dois aspectos, o estrutural
(dedugao, indugao e abdugao) e o processual, que envolve os processos intrinsecamente relaciona-
dos a busca por semelhangas e diferengas ou a validagio. O Quadro 2 apresenta as definigoes dos

processos de RM, de acordo com Jeannotte e Kieran (2017).

Quadro 2 — Processos de Raciocinio Matemdtico e suas definicoes com base no modelo de raciocinio matemdtico
proposto por Jeannotte e Kieran (2017)

Processo Definicao

Pela busca de semelhangas e diferencas, infere narrativas sobre um conjunto de

(@SS w2 all objetos matemiticos ou uma relagio entre objetos do conjunto de um subcon-
Processos de junto deste conjunto.

relacionados Pela busca de semelhancas e diferencas, infere uma narrativa sobre alguma
A busca de (O Il el regularidade com um valor epistémico provével ou verdadeiro e que tem o
potencial para teorizacdio matemdtica.

semelhancas

. Identificar |[FENE) por semelhancas e diferencas, infere uma narrativa sobre uma rela-
e diferencas

um padréo ¢do recursiva entre objetos ou relagoes matemdticas.

Infere, pela busca de semelhancas e diferencas, uma narrativa sobre objetos ou
relacoes matemdticas.

Infere, pela busca de semelhancas e diferencas entre objetos matemdticos, uma
(@ BRI i (e gl narrativa sobre uma classe de objetos baseada em propriedades e definigoes
matemadticas.

Comparar

Validar Visa alterar o valor epistémico (ou seja, a probabilidade ou a verdade) de uma
narrativa matematica.

Processos Justificar Ao pesquisar dados,, garantias e apoio, permite modificar o valor epistémico de
uma narrativa provdvel para muito provdvel.

relacionados
a validagao Provar

Ao pesquisar dados, garantia e apoio, modifica o valor epistémico de uma nar-
rativa de provével a verdadeira.

Provar for- XS procurar dados, garantia e apoio, modifica o valor epistémico de uma nar-
malmente rativa de provével a verdadeira.

Fonte: Anjos (2023).

Conforme as definicoes apresentadas no Quadro 2, ¢ possivel inferir que a partir de situagoes
matemdticas que mobilizem a identificacio de semelhancas e diferencas entre os casos em estudos, o

estudante ao comparar, identificar um padrao e classificar, estabelece algumas relagdes matemadticas
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ou faz afirmag¢des que podem ser consideradas como conjectura ou generalizagdo. Essas conjecturas

ou generalizagdes, por sua vez, necessitam ser provadas para serem aceitas como verdadeiras, logo é

necessdrio a utilizagao do processo de justificar (ou de provar) para promover a validagao das mes-

mas. Ao desenvolver uma justificagdo, existe a possibilidade de que sejam apresentados argumentos

matemdticos que auxiliam a provar a validade da conjectura ou generalizacao.

Para além de apresentar as definigdes para os processos de RM, Lannin, Ellis e Elliot (2011)

caracterizam o desenvolvimento do RM em trés tipos de processos (conjecturar e generalizar, in-

vestigar o porqué e justificar ou refutar) e discutem os Entendimentos Essenciais para o seu desen-

volvimento. No Quadro 3, apresentam-se os processos de RM e seus Entendimentos Essenciais, de

acordo com Lannin, Ellis e Elliot (2011) e como identifici-los.

Processos

Conjecturar e
Generalizar

Investigar o
porqué

Quadro 3 — Processos e Entendimentos Essenciais do RM

Entendimentos Essenciais

Conjecturar envolve raciocinar sobre
relacdes matemdticas para desenvolver
afirmagbes que sio provisoriamente
consideradas verdadeiras, mas que nao
sao conhecidas como verdadeiras. Essas
declaragoes sio chamadas de conjectu-
ras.

Como identifici-los?

stabelecer a criacao de diferentes conjecturas, sendo um
Estabell ¢ao de diferent ject d
ponto de entrada na tarefa matemdtica e, também, no
RM. Nesse momento, a inferéncia utilizada pelo aluno
pode aparecer como sendo verdadeira ou nio.

Generalizar envolve identificar seme-
lhancas entre os casos ou estendendo
o raciocinio para além do intervalo em
que se originou.

Buscar encontrar a validade da conjectura estabelecida
por meio de uma relagio matemdtica, podendo envolver
ou ndo o uso de regras e expressoes algébricas. No entan-
to, realiza-se principalmente a identificagio da semelhan-
ca entre os casos em uma determinada situagio.

Generalizar envolve identificar a apli-
cagio da generalizagdo, reconhecendo
o dominio relevante.

Identificar a aplicagiao da generalizagio para outros do-
minios, revendo suas conjecturas e adaptando suas gene-
ralizagbes para outras situagoes, que sejam possiveis de
justificd-las.

Conjecturar e generalizar envolve o uso
¢ o entendimento do significado de ter-
mos, simbolos e representagdes.

Fazer uso e entender os termos, simbolos e representagoes
2 medida que as generalizagbes vio se desenvolvendo,
considerando compreensdes Matemdticas que irdo auxi-
liar no processo de justificagio.

O raciocinio matemdtico envolve a in-
vestigagdo de vdrios fatores potenciais
que podem explicar por que uma gene-
ralizagdo ¢ verdadeira ou falsa.

Raciocinar por meio de fatores que explicam o porqué,
pontuando caracteristicas particulares de relagdes mate-
madticas que podem explicar a generalizagao.
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Justificar ou

refutar

Uma justificacio matemdtica ¢ um ar-
gumento légico baseado em ideias jd
compreendidas.

Construir justificativas partindo do conhecimento prévio
que convengam a si mesmos e a outros sobre a veracidade
de uma afirmagio. Logo, deve-se utilizar a argumentagao
matemdtica para mostrar se uma conjectura ou generali-
zagio ¢ vilida ou nao. Também se deve verificar a aplica-
bilidade da justificativa em casos particulares que estejam
fora dominio explorado.

Uma refutagio matemdtica envolve
mostrar que uma afirmagio particular
¢ falsa.

Avangar na construgio de justificativas, estabelecendo
que elas podem ser falsas, para isso admitem o conceito de
refutar para esse processo, sabendo que este pode ocorrer
de diferentes maneiras, desde um contraexemplo da rela-
¢io Matemdtica até a ampla compreensio dos principios
matemdticos que nio estio de acordo com a situagio em
questao.

Justificar e refutar envolve avaliar a va-
lidade dos argumentos.

Perceber que, para que as justificativas possam ser valida-
das ou nio, se faz necessdrio a avaliagio dos argumentos
utilizados. Tais argumentos precisam ter apoio matemd-
tico.

Uma justificativa matemdtica vélida
para uma afirmagio geral nio é um ar-
gumento baseado em autoridade, per-
cepeao, consenso popular ou exemplos.

Justificativas ndo podem ser baseadas em autoridade, no
que estd escrito no livro didético, em exemplos, etc. E
preciso pensar além disso, procurando identificar as ideias
matemdticas e recorrer aos conhecimentos matemdticos
para validagdo.

Fonte: Anjos ez al. (2025).

Com base nas defini¢oes apresentadas por Lannin, Ellis e Elliot (2011), os processos de RM

sao mobilizados durante 0 momento em que os alunos resolvem uma determinada situagao mate-

matica e argumentam sobre ela, formulando conjecturas e generalizagoes, investigando o porqué, e

produzindo justificativas que auxiliam na validagao ou refutagao das mesmas.

TAREFA EXPLORATORIA

Como jé mencionado, os alunos desenvolvem o RM e mobilizam seus processos ao resolverem

tarefas matemdticas, porém, destaca-se que tais tarefas precisam apresentar potencial para que isso

ocorra. Em nossas pesquisas, optou-se pelo uso de tarefas exploratérias, visto que os encaminha-

mentos a serem adotados tenderam a ter o aluno como um sujeito central na produgio do seu pré-

prio conhecimento. Neste sentido, Rossa e Estevam (2022, p. 293-294) apontam que:

Tarefas de natureza exploratéria envolvem situagdes problemas que sdo importantes para

o desenvolvimento do raciocinio matemdtico, devido 4 rigorosidade, e também sio in-

dispensdveis para que os alunos tenham uma efetiva experiéncia matemdtica. Em relagio

as exploracdes propriamente ditas, elas também podem caracterizar tarefas de natureza

exploratéria e sio consideradas situagoes mais acessiveis, que possibilitam alto grau de

sucesso e, consequentemente, contribuem para a autoconfianga dos alunos.

Nesta perspectiva, Serrazina (2021), Oliveira, Menezes e Canavarro (2013) apontam que os

encaminhamentos a serem promovidos durante o desenvolvimento de uma tarefa exploratéria, apli-

cada numa abordagem de ensino exploratério, consistem basicamente em quatro fases, ou seja:
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introducao da tarefa, resolugao autdnoma da tarefa pelos pares ou grupos, discussao coletiva e siste-

matiza¢ao das aprendizagens. Podendo-se atribuir as seguintes caracteristicas em cada uma das fases:

Quadro 4 — Fases na resolucio de tarefas exploratdrias

Fase Caracteristica

Introdugao da Os estudantes devem realizar a compreensio do objetivo da tarefa e serem organizados em
tarefa duplas ou grupos.

Nesta fase os estudantes escolhem estratégias de resolugao levando em consideragio os conhe-
a2 A . 7. . 7. ~

Resolugao IO L cimentos prévios que julgam serem necessdrios para promover a resolucio da tarefa. Contudo,
ma nesta etapa o professor deve apoiar, questionar, sugerir e estimular a comunicagio de ideias entre

os estudantes.

Nesta fase a dupla ou grupo apresenta para os demais estudantes da turma estratégia(s) que
utilizaram para resolver a tarefa. Além disso, “o professor tem ainda o papel de regular as inte-
| DTS RLE T R ) (San Bl racoes entre os estudantes na discussio, incentivando o questionamento para clarificar ideias ou
esclarecer davidas, promovendo andlise, confronto e comparagio entre resolugoes e identifican-
do e colocando a discussdo possiveis erros matemdticos das resolucoes” (Serrazina, 2021, p. 4).

Nesta fase, o professor deve: “identificar conceito(s) matemdtico(s), clarificando a sua definigao
e explorar representagées multiplas e procedimento(s) matemdtico(s), clarificando as condigées
da sua aplicacdo e revendo a sua utilizagio” (Serrazina, 2021, p. 4). Ou seja, trata-se de um
momento que o professor pode explorar grande parte do conhecimento matemdtico mobilizado
pelos estudantes durante a resolugio da tarefa.

Sistematizagao das
aprendizagens

Fonte: Os autores

Dessa forma, para que os professores promovam o RM de seus alunos nas aulas de matematica,
¢ importante que compreendam os processos de RM, seus EE, bem como o papel da tarefa mate-
madtica e da forma de abord4-la em sala de aula. Com base nesses aspectos, escolhemos uma tarefa
exploratéria como instrumento de coleta de dados da presente pesquisa. Tendo em vista as etapas
do ensino exploratério, ressalta-se que neste capitulo, os dados analisados foram coletados durante

as fases de introdugio da tarefa e resolugao autbnoma (Serrazina, 2021).

ENCAMINHAMENTOS METODOLOGICOS

Como ja mencionado, as pesquisas desenvolvidas pelo grupo de pesquisa “Raciocinio Matema-
tico e formagao de professores” apresentam natureza qualitativa (Bogdan; Biklen, 1994; Esteban,
2010) e seguem os pressupostos metodoldgicos da Investigagio Baseada em Design — IBD (Ponte
et al. 2016).

De forma particular para este estudo, temos a conjectura de que os alunos dos anos iniciais
do Ensino Fundamental conseguem mobilizar diversos processos de RM quando resolvem tarefas
de natureza exploratéria. A fim de comprovar essa conjectura e conforme os pressupostos tedricos
nos quais embasamos esta pesquisa, selecionamos uma tarefa matemdtica de natureza exploratéria
aplicada pelo primeiro autor deste capitulo em turma do 5° ano do Ensino Fundamental, na qual
leciona, sendo numa escola puiblica de Marialva, no estado do Parand. No decorrer da aplicagio
da tarefa, dados foram coletados por meio de gravacoes em dudios das discussoes realizadas entre

alunos e, em alguns momentos de intervengio do professor, e da recolha de registros escritos das
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resolugoes da tarefa exploratéria feita pelos alunos. Depois da coleta de dados, realizaram-se as

transcrigoes e andlises dos dados.

Informamos que os alunos participaram voluntariamente da coleta de dados, por meio da as-
sinatura do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido por seus pais ou responsdveis e que seus
nomes foram alterados com a finalidade de manter o sigilo sobre eles. Ressalta-se que esse estudo
é parte integrante de um projeto mais amplo, aprovado pelo Comité de Etica sob o parecer n°

5.161.835.

A dupla (Pietro e Edson) resolveu a tarefa exploratéria denominada “V mégico” representada

na Figura 1:

Figura 1 - Tarefa exploratéria “O V mégico”

O V magico

Observe os sequintes Vs formados com os nbmeros de 1 a 5. \

Nos Vs somamos os nimeros de cada um dos bragos:
No primeiro V: 1+2+3=6 @ 5+4+3=12
No segundo V: 4+2+3=9 @ 5+1+3=9

0 segundo V é magico porque a soma de cada um dos “bragos” do V é
= /

1. Use aimaginacdo e forme diferentes Vs magioos com 0% nimeros de 1
a 5 sem repetir e deixe registrade em uma folha de registros

2. Vocé consegue formar algum V magico cujo vértice seja 27 Por qué?

3. Um aluno diz que em um V mdgico o vérice lem sempre que ser um
nimero impar. Concorda com este aluno? Por qué?

Fonte: Mestre (2022, p. 77)

Descri¢ao e Anélise dos dados: identificacao dos processos de Raciocinio Matemdtico

Como ji mencionado, a anilise realizada teve como corpus as transcrigoes das discussoes da
dupla durante as fases de introdugio da tarefa e resolugio autdnoma (Serrazina, 2021). O exercicio
analitico desenvolvido segue as etapas metodoldgicas descritas por Carneiro, Araman e Trevisan
(2022) que definem cuidados metodolégicos com relagio a este tipo de pesquisa. Dessa forma, os
dados sdo apresentados em trechos contendo as falas dos alunos, seguidos da andlise que busca evi-

denciar os processos de RM mobilizados por eles, tendo como base os quadros 2 e 3.
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Dupla: Pietro e Edson

O professor entregou a tarefa exploratéria (V mdgico) representada na Figura 1 para os es-
tudantes, destinando um tempo de 1h e 30min para a resolu¢do da tarefa em duplas. Durante as
resolucdes, o professor realizou algumas intervengdes, com o intuito de auxiliar e incitar diferentes

discussoes.

A dupla Pietro e Edson iniciou a tarefa exploratéria realizando a leitura e interpretagao do
enunciado, fazendo observagoes dos modelos apresentados na tarefa e na sequéncia escolheram uma
estratégia para iniciar a resolugio.

Pietro: Mas nds somamos os niimeros de cada um dos bragos? No primeiro V| 1 mais 2,
mais 3, 6. E 5 mais 4, mais 3, 12. No segundo V, 4 mais 2, mais 3, 9. 5 mais 1, mais
3, 9. O segundo V, é V mdgico, pois a soma de cada um dos bragos é igual.

Ap6s a anilise feita por Pietro, a dupla decidiu iniciar a resolugio colocando o niimero 3 no
vértice do V madgico.
Edson: ] sei! Vamos fazer [com o] 3. Vamos comecar com 3. Fazer o 3 e uma bolinba.
Faz, eu sei o que estou fazendo, pode fazer.
Pietro: 14 bom!
Edson: Calma. Jd entend;i agora. Faz 1, jd entendi.
Pietro: Deixa eu ler de novo.
Edson: Faz 0 1. S6 faz o 1.
Pietro: Niimeros de 1 a 5.
Edson: E. Agora, s6 faz o 1. Agora, faz 0 3. O proximo, vocé faz o 4.

Com base no didlogo percebe-se que os estudantes iniciaram a resolu¢ao utilizando a estratégia
de tentativa e erro. Deste modo, percebe-se que a tarefa dd abertura para que os estudantes possam
iniciar a resolu¢do utilizando um conhecimento prévio, logo, nio estd pré-definido a aplicagio de
determinado conhecimento matemdtico. Com isso, provdveis conjecturas poderao ser formuladas

(EE1).

Enquanto a dupla buscava compreender o que estava sendo solicitado na tarefa, o professor
notou a dificuldade da turma na compreensao do enunciado e das questdes propostas pela tarefa,
logo, fez uma explicagao coletiva para que todos os estudantes tivessem uma orientagao inicial.

Professor: [falando para a turma] Pessoal, todos compreenderam o que é o V mdgico?
[Alguns alunos dizem ndio, outros sim] Tem alguém que néio compreendeu ainda?
Levanta a mdo. Entdo, o professor vai explicar no coletivo. No enunciado da tarefa,
Jfoi dado dois modelos de V' [mdgico] para vocés. [Desenhando o modelo de V no qua-
dro] Vamos chamar de diagonal 1 e diagonal 2, td? No primeiro modelo, quais sio os
valores? A sequéncia.

Turma: 1, 2, 3.

Professor: Esse circulo aqui da ponta, é chamado de vértice. Entio no vértice, temos
qual valor?
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tice e iguais) que exigem entendimento do significado dos mesmos (EE4). Logo, trata-se de um
didlogo que envolve a utilizagio de simbolos e representacoes que poderao auxiliar na produgio de

argumentos matemdticos, que posteriormente poderao ser utilizados para justificar a validade ou

Turma: 3.

Professor: No V1 [V madgico 1], podemos chamar assim. Eu tenho que ter a soma dos
lados, e elas tém que ser iguais. Entdo, por exemplo, eu pego aqui, 1 mais 2, mais 3,
quanto que dd essa soma?

Turma: 6.

Professor: Vamos pegar a segunda diagonal. Quais sio os valores?
Turma: 5, 4, 3.

Professor: 4 mais 5?

Turma: 9.

Professor: Mais 32

Turma: 12.

Professor: Os resultados das adigoes sio valores iguais ou diferentes?

Turma: Diferentes.

Neste trecho da discussao nota-se que o professor utilizou termos matemdticos (adigoes, vér-

refutagdo de uma possivel conjectura, ou generaliza¢io (EEG).

Durante a explicagao do professor, Pietro e Edson mobilizaram algumas compreensées que poderao

Na sequéncia, o professor realizou 0 mesmo encaminhamento analisando o V2 (V mdgico 2).

lhes auxiliar na resolucio da tarefa.

48

Professor: ... os resultados das adigoes sio iguais ou diferentes?
Pietro: Tid vendo aqui, a gente tem que resolver o primeiro.
Turma: Iguais.

Professor: Entdo nesse caso, eu tenho um V mdgico. Esse aqui é um V mdgico! O mo-
delo 2. O modelo 1, é um V mdgico?

Turma: Néo.

Pietro: Oh, a segunda diagonal. 5 mais 4, mais 3 dd 12. Agora entendi! Entendeu?
Professor: Néo! Porque deu valores diferentes.

Edson: Ah! Tem que dd a mesma resposta!

Professor: Encontrei o valor do V mdgico, eu fagco uma anotagio. Vamos colocar aqui,
V mdgico 1. Qual é a sequéncia que eu vou utilizar no V mdgico 1? Como ficou a
sequéncia?l

Turma: 4, 2, 3, 1, 5.

Edson: Dai tipo a vertical soma e a outra vertical tem que dar o mesmo resultado. Ab!
Agora entend.

Pietro: Nio! Néo é assim ndo. Néo precisa ser o mesmo resultado.

Edson: Tem que ser sim.
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Na fala “Dai tipo a vertical soma e a outra vertical tem que dar o mesmo resultado”, Edson
mostrou ter compreendido o que de fato poderia ser considerado V mdgico, consequentemente,
percebe-se que a fala indica uma ideia fundamental para a resolucao da tarefa, assim como, na sis-
tematizagao de argumentos 16gicos que podem auxiliar na elaboragao de justificativas que poderao
validar ou refutar (EE8) a obten¢ao de um possivel V mdgico, pois nesta tarefa, a informagio com-
preendida por Edson é um conhecimento prévio que deve servir de apoio para a identificagdo de
possiveis relagoes matemdticas. Isso fica evidente no seguinte trecho:

Pietro: Eu jd entendi, ndo precisa dar o mesmo valor. S6 somar a primeira vertical e
a segunda vertical. Entendeu agora?

Edson: Que a gente td fazendo aqui, e o Pietro disse que tem que somar e ndo precisa
dar o mesmo valor. Tem que dd o mesmo valor?

Professor: Tem que dd o mesmo resultado. Entio, por exemplo, aqui vocé somou? Soma
fazendo um favor.

Ao analisar este trecho da discussio, nota-se a importincia do professor verificar se houve
a compreensao correta sobre o enunciado da tarefa, pois s6 a exemplificagio dada na tarefa nio
garante que haverd compreensio por parte dos estudantes. Diante da dificuldade de compreensio
apresentada pela dupla, o professor utilizou os exemplos apresentados no enunciado da tarefa para
auxiliar na compreensio. Com isso, fez questionamentos envolvendo a soma dos nimeros coloca-
dos em cada diagonal dos V mdgicos. Apds alguns questionamentos realizados pelo professor, Edson
utilizou os nimeros de 1 a 5 e chega a seguinte conclusio (Figura 2):

Figura 2 - Resolucio feita por Edson

L

Q_,]'.Q L
[ )
_. ‘})® ¢/

(N1=E pry==s

I\-'b.l_:El_.'r"'.J' =2

- Tag 447 peqe.
Fonte: dados oriundos da pesquisa.

Edson: ... 5 mais 1, 6. Mais 3, 9. O 3 mais 2, 5. 5 mais 4, 9. Deu certo! Vamos fazer
dois V.

Ap6s algumas tentativas dispondo as parcelas nos circulos, Pietro aponta o seguinte:

Pietro: Comegca com os menores niimeros possiveis.

Edson: Td. Vamos comecar com 1 mais 4. Néo! 2 mais 4.

Pietro: Nao! Coloca os menores posstveis.

Edson: Porque aqui vai ficar menor e aqui vai dd grande. E vai dd numa ordem.
Pietro: 2 mais 3, 5. 6. Agora coloca.

Edson: 4 mais 5, 9.
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Pietro

Edson:
Pietro:
Edson:
Pietro:
Edson:
Pietro:
Edson:
Pietro:
Edson:
Pietro:
Edson:
Pietro:

Edson
Pietro

: E essa parte que me quebra. Deixa eu tentar outro miimero.

7. Ahb! Por pouco.

Deu certo?

Nao. Deixa eu ver. 5, 6, 7.

Calma, vai dd. 2 mais 3, 5. Deixa eu tentar trocar esse 1 aqui.
Calma ai. 6, 7, 4, 9, ah!!!!

No lugar do 2, 5.

Deu ruim.

Oh, quer saber, vou por o 5 aqui. Sé para dar uma acertadinba.
O 5 tem ... [fala inaudivel].

5, 10. Calma! Deixa eu ver aqui, parece que vai dd certo. Mais 4, 9. Mais 1,.
Hum! Deu certo!

2 mais 3, 5. 5 mais 4, 9. Mais 1, 10.

: Nossa!ll Vocé é um génio.

: Ainda chutei. Nio, oh! Tipo 0 2 e 0 3 estd aqui certinho. Eu sé coloquei 0 5 e

coloquei a cabeca para pensar. Tipo, deu 10, igual. Agora vamos colocar V2A e V2B.

Neste trecho
do V migico, uti

pressam a no¢ao

Figura 3 - Resolucio feita por Pietro

Fonte: dados oriundos da pesquisa.

percebe-se que a dupla produziu uma justificativa matemadtica para a validagio
lizando uma representagio algébrica com simbolos e significados (EE8) que ex-

de igualdade entre sentengas matemadticas, consequente, nota-se que existe uma

argumentagio légica baseada em ideias previamente compreendidas (EEG).

Ap6s obter o
discussio referent

Edson

s V mdgicos representados na Figura 2 e na Figura 3, Pietro e Edson iniciaram a

e ao item b da tarefa:

: Precisa ﬁlzer com que 0s dois sejam iguais, e esse pontinho aqui ser o 2. Entdo,

Jjd vamos comegar com o0 2.

Pietro
Edson
Pietro
Edson
Pietro
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: E pra gente fazer mais um?

: E. S6 que agora é o niimero 2. A pergunta niimero 2.
: A gente ainda tem que explicar por que na folha.

: Abam. 2 mais 1, 3. 3 vai dd 6.

- 1d errado. Ab, td certo.
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Edson: 1h! Jd deu errado. 2 mais 4, 6.

Pietro: 3 mais 1, 4. 5, 6. Agora 2 mais 4?
Edson: Calma ai.

Pietro: Ah deu errado, esse aqui vai dd maior.

Edson: Nio! E 56 a gente dividir. Tipo, um niimero pequeno pra ld, um niimero pe-
&
queno no outro. Um niimero grande pra ld, wum niimero grande no outro. Entenden?

Na fala “Precisa fazer com que os dois sejam iguais”’, Edson retoma a ideia inicial de que a
soma das diagonais devem ser iguais, ou seja, utiliza uma informagao previamente assumida como
verdadeira (EE1) que ird auxiliar na formulagio de uma possivel conjectura. J4 na fala “E s6 a gen-
te dividir. Tipo, um nimero pequeno pra 14, um nimero pequeno no outro. Um niimero grande
pra l4, um nimero grande no outro”, Edson apresentou uma conjectura envolvendo a disposigao
dos ndmeros no V mdgico, logo, afirmou que se colocar dois nimeros grandes (4 ¢ 5) em uma das
diagonais e outros dois niimeros pequenos (1 e 3) em outra diagonal, haverd uma diferenca con-
siderada grande entre as somas. Essa é uma conjectura que necessita ser verificada. Vejamos: 4 + 5
+2=11e1l+ 3 +2=0. Seguindo esta argumentagao matemitica, a diferenga pode ser reduzida
se for realizada a soma da seguinte forma: 4 + 1 +2=7e¢5+3+2=100u4+3+2=9e5+1+
2 = 8. A priori a conjectura formulada por Edson ¢ viélida, pois na primeira situagao a diferenga é
5, na segunda situagio 3 e na terceira situagao 1. Ou seja, por meio da segunda fala de Edson em
destaque no pardgrafo, é possivel realizar uma inferéncia utilizando uma argumentagao légica (EES8)
que garante a validade da conjectura.

Edson: Pronto. Vamos colocar o 2 ld embaixo, 1.
Pietro: Deixa as bolinhas feitas.

Edson: Vamos comecar com o0 4. 4 e 0 3.

Pietro: Vou deixar vocé fazer primeiro. Se vocé ndo conseguir eu vou ﬁzzer.
Edson: 4, 5, 6, 7, 8. Ndo deu.

Pietro: Olha, jd vou deixar o 2 no lugar que estava. Ok! 4 mais 3, 5, 6, 7, 8 , 9.
Agora, 5 mais 1, 6, 7, 8. Por que deu menor? Me explica.

Edson: Nao sei! Tid 1. Vamos tentar 1 em cima.

Pietro: 1d. Deixa eu substituir esse 3. S6 vou trocar ele de lugar. 4 mais 1, 5. 6, 7. 3
mais 5, 8. 9. Deu errado de novo.

Edson: Espera ai.
Pietro: Vamos pensar.
Edson: 5 mais 2, 7. Td. 5, 10. E se eu tentar trocar...

Pietro: O problema é que ndo tem como utilizar o 2. Eu tentei, mas néo tem como
por aqui. Tenta ail

Edson: O 2 vai ser o central. 3 mais 4, 7. Mais 2, 9. 2 mais 1, 3. Mais 5, 8. Por 1.

Pietro: Entdo, foi essa mesma conta que eu fiz, deu errado. Néo! Aqui néo tem como

por 2.

Na fala “o 2 vai ser o central. 3 mais 4, 7. Mais 2, 9. 2 mais 1, 3. Mais 5, 8. Por 1” Edson de-

monstra compreender que somando os niimeros que estio dispostos nas diagonais do V, ocorrerd
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uma diferenca equivalente a 1, pois, uma diagonal dard a soma 9 e na outra 8. Por meio do didlogo
promovido pela dupla, ¢ possivel identificar que eles utilizaram a conjectura de que valores maiores
devem ficar em diagonais diferentes, assim existe a possibilidade de se obter a igualdade entre as
somas realizadas.

Pietro: Por que deu 9? Ou seja, estd me tirando do sério. Ab! Toda hora vai dar errado.

Vai dar 8 ¢ 9.

Edson: Calma ai. Trocou o 4 pelo 5.

Pietro: Nio tem como ser 2!

Edson: Calma, eu sei! Deixa eu ver. Se eu trocar esse, vai ficar com menos.

Pietro: Eu jd fiz. Deixa eu tentar aqui, ndo vai dd certo.

Edson: 8, 10.

Pietro: 5, 6, 7.

Edson: 7. Nio deu certo.

Pietro: 3, 5. Como que a gente vai fazer isso? Sempre vai di entre 8 e 10, ou 7.

Edson: 4 mais 3, 7. Mais 1, 8. Deu certo!

Pietro: Deu?

Edson: Oh! 4 mais 3, 7. Mais 1, 8. Néo! Néo deu certo. Teria que ser o 1 aqui.

Pietro: Deixa eu somar. 2 mais 5, 7. Aqui vai dd 8 e aqui vai dd 9. Nio vai dd. E
agora? Vamos tentar. Se tivesse como utilizar um 6 ai? Pelo menos um 6. E de 1 a 5.

A fala em que Pietro diz “Se tivesse como utilizar um 6 ai?”, ou seja, que se colocasse o 6 no
lugardo 5 (4 + 3 + 2 =2 + 1+ 6) haveria uma igualdade entre as somas, nos permite reconhecer que
a diferenca equivalente a 1 é uma informacio que poderia auxiliar na argumenta¢ao matemdtica
para justificar a obtengio de um V mdgico com o 2 no vértice. Ou seja, fica evidente que a dupla
percebeu que existe uma diferenca equivalente a 1, que estd dificultando manter a igualdade.

Edson: Deixa eu ver. Se eu colocar um 5 aqui no 1.

Pietro: 5 mais 2, 7. 7 mais 3, 8, 9, 10. 3, 5, 2. Deixa ewver. 4, 5, 6, 7. 3, 7, 8, 9, 10.
De novo! Deu errado. 4 mais 5, 9, 10, 11. Jd estd comegando a dar valor diferente.
Vamos tentar o mdximo. Serd que tem como fazer esse daqui mesmo?

Edson: Eu acho que tem.

Pietro: Tem um jeito. Mas a gente ndo sabe. Mais 4, mais 2.

Edson: Calma.

Pietro: 5, 6, 7. Mais 4, mais 2, 6, 7. Agora, 3. Vai dd errado de novo.
Edson: 2 mais 1, 3. Mais 3, 6.

Pietro: 4, 5, 9, 10, 11. De novo! Tipo, eu jd tentei todos os jeitos. Deixa eu pensar de
um jeito, que a gente ndo tentou.

Edson: E isso! Eu sei.
Pietro: O que?

Edson: Oh! Vicé jd percebeu que 1, 2. 4, 5. 3, 4. 1, 2. Eséa gente colocar tipo assim,
4, 5. Agora, 1 e 3. 4 mais 3, 7. 9.

Pietro: 9, 10, 11.
Edson: 2, 3.
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Pietro: Eu sabia que ndo ia dd certo.

Edson: E porque aqui ...

Pietro: Vai ter que dd um jeito de dar valores iguais.
Edson: E agora?

Pietro: Vou fazer niimeros aleatdrios.

Edson: Se eu fizer 0 4, vai dd 7.

Pietro: 5, 6, 7. Néo! Vai dd errado de novo. A gente vai ficar um ano fazendo isso
daqui. Calma, vamos tentar. Se tivesse como usar o 2, nds jd tinha feito esse daqui.
Ob se a gente néo conseguir, a gente coloca nio. Vocé leu a pergunta. Dd pra por nio.

Edson: E isso Pietro! A gente coloca néo porque o vértice 2, nio ¢ compativel.
Pietro: Como assim? Explique a resposta.

Edson: Oh! A gente vai colocar nio! Por que néo? Porque qualquer niimero que a
gente fizer com vértice 2, nio vai ser compativel. Entendeu?

Apés a dupla fazer algumas tentativas, buscando encontrar um V mdgico, Edson ao dizer
“Porque qualquer niimero que a gente fizer com vértice 2, nao vai ser compativel” elaborou uma
conjectura, que no nosso entendimento quer dizer que nao ¢ possivel obter um V Mdgico com o
namero 2 no vértice, pois as somas utilizando os valores das diagonais nao serao iguais. Essa ¢ uma
conjectura que necessita ser refinada e consequente exige uma argumentagao légica para justificar se
a conjectura ¢ vélida ou nao (EEG). Apés fazerem esta afirmacio, iniciaram a discussao envolvendo
o item c da tarefa exploratdria.

Edson: Porque tipo assim, todos os vértices que a gente fez, 5 é impar, 3 é impar, 2 a
gente tentou fazer e ndo deu certo, 2 € par.

Pietro: Ab!! Vamos.

Edson: Concordo, porque o vértice par néo dd certo, enquanto o vértice impar dd
certo.

Figura 4 - Resolucio feita Edson
o 2

G
Fonte: dados oriundos da pesquisa.
Considerando as falas de Edson e o registro (Figura 4) do aluno identificamos que, baseados
na semelhanca entre os casos (EE2), Edson refinou a conjectura de que nio é possivel obter um V
mdgico com um nimero 2 no vértice, ou seja, afirma que é possivel obter um V mégico quando
utiliza-se um nimero impar no vértice. Por meio do registro representado na Figura 4, verificamos

que existe uma argumentagao matemdtica que permite aceitar a validade da conjectura. Ressalta-se
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que se esta conjectura for vélida para casos além do dominio (isto ¢, se for utilizado outros valores

impares), logo poderd ser considerada como uma possivel generalizagao (EE3).

serd possivel obter a soma ao utilizar valores pares no vértice, pois, tendo-se no vértice os niimeros
1, 3 ¢ 5, Edson e Pietro verificaram que ¢ vélida a conjectura envolvendo a utilizacdo dos niimeros

impares no vértice. No trecho a seguir, Edson e Pietro apresentam uma justificativa envolvendo a

Com base nas adigoes realizadas pela dupla, nota-se que, inicialmente, eles concordam que nao

disposi¢ao dos niimeros no V mdgico.

to o V Mdgico, é necessdrio que a soma dos nimeros 1, 3, 4 ¢ 5 (1+3+4+5 = 13) fosse um valor par,
pois assim, teria como dividir em duas partes iguais (em nosso entendimento, seria 0 1° e 2° termo

da igualdade). Outra informacio sugerida pelos estudantes é que os nimeros 4 ¢ 5 nao podem ser

Edson: Tipo assim, a gente colocou aqui, por exemplo, um niimero baixo, um niimero
alto, um niimero baixo e um nvimero alto. Pra ver. E a gente tentou muitos jeitos e ndo
deu certo. A gente tentou de todos os jeitos, 2 maisl, mais 5.

Professor: Niimero baixo, niimero alto, como?

Edson: Tipo, pra deixar equilibrado, aqui vai ser niimero baixo e aqui vai ser niimero
alto. Aqui vai ser niimero alto e aqui niimero baixo, pra deixar equilibrado, ¢ o 2.
Dai jd sobra, s6 que a gente tentou de muitos jeitos, e vai ficar, as vezes fica 1 a mais,
as vezes fica 2 e as vezges fica 3 a mais do que devia.

Professor: 1id! Mas por que vocé estd falando equilibrado?

Edson: Porque se deixar os maiores juntos vai dar um valor acima, se deixar os valores
menores vai dd um valor abaixo, entio a gente deixa equilibrado.

Ao utilizar a expressio “equilibrado” no didlogo, Edson, sem perceber, sugeriu que para dar cer-

parcelas em uma mesma soma, assim como 1 e 3:
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Professor: 1id! Mas valores acima de quanto?

Edson: Acima de 3, que a gente estd vendo. Se colocar 0 3, 1 e 2 vai dd um valor bai-
x0, vai dd 6. Dai, 5 mais 4, vai dd 9, e jd vai dd 11. Entdo jd vai dd um valor bem
acima. Dai pra deixa certo, pra ver se dd certo, a gente deixa equilibrado.

Professor: Equilibrado e um valor.
Edson: E.
Professor: Qual valor?

Edson: A gente estava tentando descobrir que é valor, que seja igual. Tipo 8, 0 9 tam-
bém. A gente tentou descobrir um niimero. S6 que ai nio deu certo.

Professor: Entio no caso teria que dar mais ou menos o valor do 8, é isso?
Edson: E! Mais ou menos isso.

Professor: De cada lado?

Edson: E. Dai daria mais certo. S6 que o vértice 2, nio é compativel com nenhum
desses. Se colocar qualquer niimero aqui, nio dd.

Professor: 1d, mas porque o 2 néo é compativel?
Edson: E porque, tipo ... [pausa].
Professor: Vocé estd falando que nio é compativel com o qué?

Edson: E porque se somar aqui, daria certo, se fosse o 1. Mas nio dd certo! Porque
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niimero par, acho que néo dd!
Professor: Mas, porque o niimero 1 daria certo?
Edson: E porque o niimero impar dd um pouco mais certo. Porque af jd soma tudo.

Professor: 1i! Mas e acho que vocé tem que explicar melhor, o por qué que o 2 nio é
compativel. Esse raciocinio que vocé estd tendo é legal, muito bacana, mas por que o 2
néo dd certo? Tenta responder, esta questdo. E isso que vocés tém que pensar. Discutam
mais um pouco com base no que vocé falou, discutam mais um pouco, para ver se vocés
conseguem enxergar alguma relagio.

Neste trecho da discussio entre Edson e o professor, ficou evidente que Edson reconheceu
que existe um valor médio, para dar certo um V mdgico com vértice 2, porém ele nio definiu uma
relagdo matemdtica para encontrar esse valor médio. Além disso, para obter um V madgico, os ni-
meros 4 e 5 deveriam ser colocados em diagonais distintas. Diante das justificativas apresentadas
por Edson, ¢ possivel realizar a seguinte inferéncia: mantendo-se em termos distintos os nimeros 4
e 5 seria possivel encontrar um V mdgico, essa é uma conjectura, porém ela deve ser refutada, pois,
conforme representado nas expressoes numeéricas (Figura 5), verificamos que na expressao “4 + 1 +5 =
5+2+3”,04¢o05 estio no mesmo termo e ¢ possivel obter um V mdgico. Contudo, verifica-se que
os resultados 8 e 9 nao foram citados de modo aleatério, mas sim baseado nos resultados obtidos

pela dupla.

Figura 5 - Expressoes numéricas

5+2+1=1+3+4 8=8
G+1+2#2+3+4 8#9
5+1+3=3+2+49=9
S5+1+4#4+2+3 1079
4+1+5=5+2+310=10

Fonte: Os autores.

Apés um determinado tempo o professor retornou a discutir com a dupla para ver se eles avan-
caram na justificativa envolvendo a conjectura formulada sobre a utiliza¢ido do niimero 2 no vértice:

Professor: Como vocés colocaram?

Edson: A gente colocou assim: nio dd, porque o vértice 2 néo é compativel, porque [a
soma de] todos os niimeros colocados nio sio iguais. E as vezes, dew 1 ou 2 niimeros a
mais do que a outra soma.

Professor: Entio toda vez que vocé somou, deu um valor ou dois a mais?

Edson: E. Tipo, as vezes um deu 7, a outra deu 8. As vezes uma deu 5, a outra deu
7. Dai vai variando?

Professor: Foi variando a diferenca de 1 e 2? E isso?

Edson: Abam!

Professor: Dando a diferenca 1 e diferenga 2. Mas todos os casos, dd a diferenca 1 ou 2?
Edson: E! Na maioria das vezes.

Professor: Mas e nas outras vezes que ndo deu, o que acontecen?

Edson: Nas outras, tipo deixa um niimero maior, que jd era de 4 niimeros, sabe. Que
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a gente fez uma soma que dew 7 e a outra dew 12. Dai jd era um niimero maior. As
vezes acontecia isso, e ds vezes acontecia de 1 ou 2 niimeros a mais.

Professor: Mas isso vocé acha que responde i questdo, por que ndo é o 2? Por que com
0 2 ndo di certo?

Edson: Ab! Eu acho.

Pietro: Ndo sei!

Por meio do didlogo entre Edson e o professor, nota-se que Edson apresenta uma justificativa
que auxilia na validagao da conjectura formulada pela dupla, ou seja, que nao é possivel obter um
V mdgico com o nimero 2 no vértice. Porém, fica evidente que nao ocorreu uma argumentagao

matemadtica que explica o porqué (EEG) a conjectura pode ser validada.

Em relagdo ao terceiro item da tarefa, os alunos chegaram a seguinte conclusao:

Professor: Na terceira questio [item c], o que vocés rc’spondemm?

Edson: A gente colocou, concordo porque o vértice néo dd certo. Enquanto o vértice
impar dd certo, como o exemplo acima. Porque aqui é par, e nio deu certo, e aqui as
duas impares deu certo.

Professor: Mas valores impares? Vocés utilizaram quais?

Edson: Aqui, a gente utilizou 0 3 e aqui o 5. E aqui utilizou o 2 e néo deu certo.

Professor: E o niimero 1?
Edson: O niimero 1, a gente ndo fez.

Professor: Entdo! Tem que testar pra ver, ndio é2 Tem que testar, e ver o que vocés 0b-
servam.

Pietro: Ti eu vou tentar pra ver se a gente consegue.

Professor: Vocés conseguiram enxergar alguma relagio matemdtica que responda essas
perguntas? Interessante pensar nisso também. Ficar sé nos Vs, olhando cada V; dd para
chegar a wuma conclusio?

Edson: Dd.

Professor: S6 no V? Mas vocé tem todos os Vs ai para vocé observar? Entio, ndo seria
interessante alguma relagio matemdtica, para ver se dd para chegar a alguma con-
clusiao?

Pietro: Vamos tentar fazer com o 1, pra ver se todos os impares dio certo mesmo. S6
para ter provas. Vamos?

Edson: E. Agora 56 falta o 1, o iltimo niimero impar.

Edson: Eu coloquei sem querer. 1, 4, vamos testar um 3. 3 mais 4, 7. Mais 1, 8.
Pietro: 3, 5.

Edson: Mais 2, vai dar 7. Mais 1, 8. Deu certo!

Pietro: 1, 4, 8.

Edson: Nio! Tit errado ai. 1, 4, 3 ou 4, 3, 1 também. E o resto vai dd 5, 2. Vai dar
certo.

Pietro: 5, 6, 7, 8. Calma ai!
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Edson: Professor!
Edson: 7,8. 7,8. Deu certo!

Pietro: Deu certo! Ab eb!! Entio o resultado estd certo, todos os impares dio certo.

Neste trecho percebe-se que o professor, partindo da conjectura apresentada pelos alunos, ou
seja, que s é possivel obter um V mdgico utilizando nimeros impares, provocou os estudantes
fazendo com que os mesmos buscassem uma forma de mostrar que a conjectura é vilida, pois, eles
fizeram uma afirmagao baseados apenas nos V mdgicos com 3 e 5 no vértice, faltava utilizar o 1
no vértice. Deste modo, percebe-se que apds os estudantes testarem todos os niimeros impares no

vértice, e verificarem que dava certo, existem argumentos que agora justificam a valida¢ao da con-
jectura (EES).

Pietro: Calma! Se todos os impares dio certo, vamos tentar com o 4 para ver se néo

vai dad?

Edson: Mas 4 néo é impar!

Pietro: Sim, mas vamos tentar para ver se todos os pares dio errado.

Edson: 14! Calma ai, jd eu testo.

Pietro: §6 pra gente provar. Para ver se tem provas. Vai que também ndo dé certo, ou
talvez dé.

Pietro: V 1a, 4 mais 3, mais 1 igual a 8. V1b, 5 mais 2, mais 1, deu 8 também.
Vamos tentar o 4. Deu certo? A gente tinha que dar mais explicagoes.

Edson: Calma ai. Par. O 1 e03. 5,6, 7, 8. Deu 8.
Pietro: 9.

Edson: Deu errado.

Pietro: Ab! Acabamos de provar.

Edson: Agora, vamos tentar o 2 ¢ 0 3. E aqui vai dd 11.
Pietro: A gente jd usou 0 3, inteligente.

Edson: 1! Agora 4 mais 5, 7. 8.

Pietro: Que 4 mais 5, 7? E9.

Edson: E 9. E, deu errad.

Partindo da conjectura que nao serd possivel obter um V mdgico com niimeros pares no vérti-
ce, Pietro sugeriu que fosse investigada a utilizagdo do niimero 4, pois a conjectura envolvendo os
numeros pares foi formulada apenas com a utilizagio do ndmero 2 no vértice. Ao testar o niimero
4, a dupla encontra mais argumentos matemdticos que mostram a validade da conjectura (EE8), ou

seja, nao serd possivel obter um V mégico com vértice 4.

Buscando encontrar uma justificativa do porqué nio é possivel obter um V mégico com niime-
ros pares no vértice, Edson apresenta a seguinte argumentagio:

Edson: Oh professor, a gente deu uma resposta aqui. Que o niimero impar, aqui tem
uma sequéncia. Ohl4,5 2 3.1,2.45 3 4.1, 2. Agora, o niimero par nio. Dai
vaidd 2, 5. 1, 3. 3, 5. 1, 4. Dai nio dd. Que ai estd em uma sequéncia.
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Professor: Espera ld. Para ser, explica de novo para eu conseguir compreender.
Edson: Os niimeros impares eles tém uma sequéncia.

Professor: 1d. Se vocé colocar o niimero 1 no vértice, qual é a sequéncia que vai ﬁazr?
Edson: A sequéncia vai ficar, 4 e 5, e aqui em cima vai dd 2 e 3.

Professor: Entio, a sequéncia ficaria 3, 4, 5, 2.

Edson: E.

Professor: Beleza! Se vocé colocar 0 3, no vértice? O que vai acontecer?
Edson: 1, 2, 4, 5. Que vai dd 5, 1, 2, 4.

Professor: Entdo ficaria a 1, 2, 4, 5. Se vocé colocar o0 5?

Edson: Dai fica 3, 4, 1, 2.

Professor: 3, 4, 1, 2.

Edson: Agora, no par néio di essa sequéncia. Dd 2, 5, 1, 3. Que dd dois niimeros a
mais. 3, 5. Esse aqui dd 1 e 4.

Professor: E a sequéncia permanece? Continua dando uma sequéncia?
Edson: Sim! No impar dd. Agora, no par ndo.

Professor: No par fica a sequéncia, se colocar o 4, fica o qué?
Edson: 2, 5, 1, 3.

Professor: Se colocar 0 2?

Edson: 3, 5.

Professor: Néo! Segue a mesma ordem. 5.

Edson: 5, 3, 4, 1. Dai se colocar o 1, fica 4, 5, 2, 3.
Professor: E se vocé inverter os lados? Por que ai é outro V, né?
Edson: E.

Professor: Fica uma sequéncia também?

Edson: Fica.

Professor: Fica? Faz em outra folha, essa sequéncia.

Edson: E s a gente inverter a sequéncia.

Com base nas falas descritas pela dupla, é possivel obter as seguintes representagoes:

Figura 6 - Representagoes com base no didlogo entre Edson e o professor

4 5 a 5 3 4

Fonte: Os autores.

Neste momento Edson realizou a identificagio de semelhanca entre os casos, porém, nio é
suficiente para validar a conjectura de que os valores colocados nos circulos A e, B e D formario,

respectivamente, uma sequéncia, porém ¢é véilido que diferenca entre Ee A e D e B é equivalente a 1.
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Caso seja feito a troca de alguns valores A e B serd possivel obter os seguintes V mégicos.

Figura 7 - Representagées com base no didlogo entre Edson e o professor

Fonte: Os autores.

Logo, percebe-se nestes casos que as diferencas entre Ee A, D e B passam a equivaler a 2 ou
3. Mas, mesmo assim, reconhecemos que existe uma semelhanca entre os casos, pois se os niimeros
utilizados no V mdgico forem escritos em forma de sequéncia, a diferenca entre os termos equidis-
tantes serd igual. Contudo, isso nao ¢ o suficiente para justificar porque nio é possivel obter um V

magico com 2 no vértice.

CONSIDERACOES FINAIS

Iniciamos este estudo com o intuito de evidenciar a relevincia e a pertinéncia de se promover
o RM desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Apesar de pesquisadores relacionados a esta
temdtica afirmarem que alunos pequenos sao capazes, e devem, se envolver em tarefas que contribu-
am para o desenvolvimento de seu RM (Lannin; Ellis; Elliot, 2011; Jeannotte; Kieran, 2017), con-

sideramos importante discutir com os professores alguns elementos que podem contribuir para isso.

Um dos elementos que devemos levar em consideragio é entender o que é RM, quais s3o os
seus processos e seus Entendimentos Essenciais. Dessa forma, nos quadros 1, 2 e 3 trazemos defi-
nigoes de RM, as definigdes de seus processos e os Entendimentos Essenciais. Entretanto, a simples
leitura de tais definicoes e entendimentos pode nao ser suficiente para esclarecer o professor de

como isso efetivamente ocorre em sala de aula.

Dessa forma, optamos por trazer uma tarefa matemdtica como exemplar de andlise, que foi
aplicada com alunos de uma turma de 5° ano do Ensino Fundamental. Vale destacar que a tarefa foi
pensada e selecionada tendo como interesse subjacente de nossa parte o potencial para promover o
RM dos alunos. Mas para além desse potencial, salientamos que o momento da aplicacio da tarefa
também é relevante e, por isso, esclarecemos que a tarefa foi aplicada de acordo com os pressupostos

do ensino exploratdrio e seguiu as etapas sugeridas por Serrazina (2021).

Entao, a tarefa deve ter potencial para promover o RM dos alunos e também a forma de abor-

a-la com a turma deve privilegiar momentos de discussao e argumentagio matematica relevantes,
di-l t d leg tos de d g tag temdt levant

por isso os alunos sio organizados em duplas (ou trios) para a resolucio da tarefa. Como ficou evi-

dente na andlise que apresentamos, os momentos de discussao matemadtica da tarefa (entre os alunos
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e, em alguns momentos, com o professor) foram fundamentais para que os alunos avangassem na

resolugio da tarefa e na aprendizagem matemadtica.

Com relagao aos processos de RM mobilizados pelos alunos, destacamos que a dupla em ques-

tao foi capaz de mobilizar os seguintes processos: conjecturar, justificar e refutar. Sendo assim,

apresenta-se no Quadro 5 uma sintese das mobilizagées dos processos de RM e EE identificados

durante a andlise dos dados

Quadro 5 — Sintese das mobilizagoes dos processos de RM e seus EE identificados durante a resolu¢ao da tarefa

Processos de
Raciocinio
Matemaitico

(RM)

Conjecturar

€

Generalizar

Justificar
ou
Refutar

60

Entendimen-
tos Essenciais
(EE)

EE1

EE2

EE3

exploratdria

Mobiliza¢oes dos EE

Partindo do conhecimento prévio, provdveis conjecturas poderio ser formuladas
pelos alunos.

aseados na semelhanga entre os casos, o aluno refinou a conjectura de que nao é
Basead, lh t 1 fi tura d

possivel obter um V mdgico com um ndmero 2 no vértice, ou seja, afirma que é
possivel obter um V mdgico quando utiliza-se um nimero {mpar no vértice.

Se a conjectura for vilida para casos além do dominio (isto ¢, se for utilizado outros
valores impares), logo poderd ser considerada como uma possivel generalizacao.

O professor utilizou termos matemdticos (adigdes, vértice e iguais) que exigem en-
tendimento do significado dos mesmos.

Produgio de argumentos matemdticos, que posteriormente poderio ser utilizados
para justificar a validagio ou refutagio de uma possivel conjectura, ou generaliza-
¢ao.

Existe uma argumentagio légica baseada em ideias previamente compreendidas.

Apresentagio de conjectura que necessita ser refinada e consequente exige uma
argumentagio légica para justificar se a conjectura ¢é vdlida ou nao.

Utilizagdo de argumentagio matemdtica que explica o porqué a conjectura pode
ser validada.

A dupla apresenta uma ideia fundamental para a resolucio da tarefa, assim como,
na sistematizagio de argumentos légicos que podem auxiliar na elaboragio de jus-
tificativas que podero validar ou refutar (...) conhecimento prévio que deve servir
de apoio para a identificacio de possiveis relagoes matemdticas.

Os alunos produziram uma justificativa matemdtica para a validagio do V mdgico,
utilizando uma representacio algébrica com simbolos e significados que expressam
a nogio de igualdade entre sentengas matemdticas.

Utilizagdo de uma argumentagio légica que garante a validade da conjectura:

e Percebe-se que ap6s os estudantes testarem todos os nimeros {mpares
no vértice, e verificarem que dava certo, existem argumentos que agora
justificam a validacio da conjectura.

* Ao testar o niimero 4, a dupla encontra mais argumentos matematicos
que mostram a validade da conjectura, ou seja, nio serd possivel obter
um V mdgico com vértice 4.

Fonte: Os autores
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Além dos processos, é possivel perceber que os alunos também puderam desenvolver diversos
Entendimentos Essenciais relacionados a esses processos, destacando-se principalmente, a elabo-
racdo e refinamento de conjecturas, a identificacao de semelhanca entre os casos e a utilizagio de

argumentos para mostrar a validade de uma conjectura.

Iniciamos esta pesquisa apoiados na conjectura de que os alunos dos anos iniciais do Ensino
Fundamental conseguem mobilizar diversos processos de RM quando resolvem tarefas de natureza
exploratéria. Consideramos que a andlise apresentada, pautada nos dados oriundos da resolugao e
discussdo da dupla Pietro e Edson, confirmam essa conjectura. Os argumentos matemadticos utiliza-
dos pelos alunos na tentativa de validar (ou refutar) as conjecturas elaboradas por eles se assentam
em diversos conhecimentos matemdticos relevantes aos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, evi-
denciando o potencial que um ensino conduzido desta forma tem para a aprendizagem matemdtica

dos alunos.

Considerando que nao foram mobilizadas pelos alunos agoes que justifiquem o desenvolvi-
mento dos processos de investigar o porqué e generalizar, apresenta-se a seguir na Figura 8, uma

parte dos registros produzidos pelo professor durante a sistematiza¢io das aprendizagens.

Figura 8 - Resolucio da tarefa exploratéria formalizada pelo professor

Fonte: dados oriundos da pesquisa.

Figura 9 - Sistematizagdo do professor — utilizacdo do niimero 2 no vértice

Fonte: Dados oriundos da pesquisa
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Com base nas figuras 8 e 9, a investigagao do porqué poderia consistir no seguinte raciocinio:
Colocando-se 1 no vértice (V1), VI =5+ 2+ 1 =1+ 3 + 4, anulando o 1 em ambos os termos,
tem-se: 7 = 7. Como sao duas diagonais, cada diagonal deverd ter uma soma equivalente a 7. O 7 é
o resultado da divisao de 14 por 2, mas, por que 0 72 Vejamos: 5+ 2 + 1 + 3 + 4 = 15, logo 15-1 =

14. Dividindo 14 por 2, tem-se quociente igual a 7.

Utilizando-se o mesmo raciocinio com os nimeros 3 e 5 no vértice de cada V madgico, confor-
me representado na Figura 8, verifica-se que cada diagonal resultard nos seguintes valores: 6 (com 3
no vértice) e 5 (com 5 no vértice). No entanto, ao utilizar o mesmo raciocinio com os nimeros 2 e 4
verifica-se que o resultado das divisoes serdo 6,5 (Figura 9) e 5,5 (Figura 8) respectivamente. Porém,

isto é impossivel, pois todas as somas realizadas devem resultar em um nimero natural.

Visando ter uma melhor compreensio sobre o objetivo da tarefa exploratéria “V mdgico”, su-
gerimos que além de analisar os registros de prética (figuras 8 ¢ 9), também seja realizada a leitura

dos apontamentos sobre o desenvolvimento da tarefa citados por Mestre (2022).

Diante dos resultados da pesquisa apresentados neste capitulo, ressaltamos que este estudo
apresenta potencial de continuidade, com direcionamentos voltados a realiza¢ao de novas pesquisas
e andlises envolvendo os processos de RM e seus Entendimentos, mostrando resultados além dos
que foram identificados em nossa andlise, ou seja, poderio ser realizadas investigagoes envolvendo os
processos de generalizar e investigar o porqué. Além disso, o presente estudo evidencia a relevincia
da utilizagdo de tarefas exploratérias tendo-se como objetivo durante o ensino de matemdtica nos

anos iniciais do ensino fundamental para promover o desenvolvimento do Raciocinio Matemdtico.
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